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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series physico-mathematical journal 
has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new edition of Web of 
Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be accepted in the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts & Humanities 
Citation  Index.  The  quality  and  depth  of  content  Web  of  Science  offers  to  researchers,  
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of chemistry and technologies in the Emerging Sources Citation Index 
demonstrates our  dedication  to  providing  the  most  relevant  and  influential  content  of  chemical  
sciences  to  our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Физика-
лық-математикалық  сериясы»  ғылыми  журналының  Web  of  Science-тің  жаңаланған  
нұсқасы Emerging   Sources   Citation   Index-me   индекстелуге   қабылданғанын   хабар-
лайды.   Бұл индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities 
Citation lndex-ке қабылдау  мәселесін  қарастыруда.  Webof  Science  зерттеушілер,  ав-
торлар,  баспашылар мен  мекемелерге  контент  тереңдігі  мен  сапасын  усынады.  ҚР  
ҰҒА  Хабарлары.  Химия және технология сериясы Emerging Sources Citation lndex-ке енуі 
біздің қоғамдастық үшін ең өзекті және беделді химиялық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

HAH  PK  сообщает,  что  научный    журнал  «Известия    HAH  PK.  Серия  физико-ма-
тематическая»  был  принят  для  индексирования  в  Emerging  Sources  Citation  Index, 
обновленной  версии  Web  of  Science.  Содержание  в  этом  индексировании  находится  в 
стадии рассмотрения компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в 
the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities 
Citation Index. Web of Science предлагает качество и глубину контента для исследова-
телей, авторов,  издателей  и  учреждений.  Включение  Известия  HAH  PK  в  Emerging  
Sources Citation   Index   демонстрирует   нашу   приверженность   к   наиболее   актуаль-
ному   и влиятельному контенту по химическим наукам для нашего сообщества.
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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series of geology and technical sciences 
scientific journal has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new 
edition of Web of Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be 
accepted in the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts 
& Humanities Citation Index. The quality and depth of content Web of Science offers to researchers, 
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of geology and technical sciences in the Emerging Sources Citation 
Index demonstrates our dedication to providing the most relevant and influential content of geology 
and engineering sciences to our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы» ғылыми журналының Web of Science-тің жаңаланған 
нұсқасы Emerging Sources Citation Index-те индекстелуге қабылданғанын хабарлайды. Бұл 
индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the Science Citation 
Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities Citation Index-ке 
қабылдау мәселесін қарастыруда. Webof Science зерттеушілер, авторлар, баспашылар мен 
мекемелерге контент тереңдігі мен сапасын ұсынады. ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы Emerging Sources Citation Index-ке енуі біздің қоғамдастық 
үшін ең өзекті және беделді геология және техникалық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

НАН РК сообщает, что научный журнал «Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук» был принят для индексирования в Emerging Sources Citation Index, обновленной версии 
Web of Science. Содержание в этом индексировании находится в стадии рассмотрения 
компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в the Science Citation Index 
Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities Citation Index. Web of 
Science предлагает качество и глубину контента для исследователей, авторов, 
издателей и учреждений. Включение Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук в Emerging Sources Citation Index демонстрирует нашу приверженность к наиболее 
актуальному и влиятельному контенту по геологии и техническим наукам для нашего 
сообщества.
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Бас редактор:
МҰТАНОВ Ғалымқайыр Мұтанұлы, техника ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, ҚР БҒМ ҒК «Ақпараттық және есептеу технологиялары институты» бас директорының 
м.а. (Алматы, Қазақстан)  Н=5

Редакция алқасы:
ҚАЛИМОЛДАЕВ  Мақсат  Нұрәділұлы  (бас  редактордың  орынбасары),  физика-математика 

ғылымдарының  докторы,  профессор,  ҚР  ҰҒА  академигі,  ҚР  БҒМ  ҒК  «Ақпараттық  және  есептеу 
технологиялары институты» бас директорының кеңесшісі, зертхана меңгерушісі (Алматы, Қазақстан) 
Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жұмаділ Жаңабайұлы (бас редактордың орынбасары), техника ғылымдары-
ның докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, Кибернетика және ақпараттық технологиялар институты, 
Сатпаев  университетінің  Қолданбалы  механика  және  инженерлік  графика  кафедрасы,  (Алматы, 
Қазақстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар,  техника  ғылымдарының  докторы  (физика),  Люблин  технологиялық 
университетінің профессоры (Люблин, Польша) H=23

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының доценті, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н-10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика) Н=28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  теориялық  және 

ядролық  физика  кафедрасының  профессоры,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университеті 
(Алматы, Қазақстан) Н=7

КОВАЛЕВ Александр Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, Украина ҰҒА 
академигі, Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович,  техника  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
Беларусь ҰҒА академигі (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тілекқабыл Сәбитұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, 
ҚР  ҰҒА  академигі,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университетінің  ғылыми-инновациялық 
қызмет жөніндегі проректоры, (Алматы, Қазақстан) Н=26

ТАКИБАЕВ  Нұрғали  Жабағаұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
ҚР ҰҒА академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=5

ТИГИНЯНУ Ион Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, академик, Молдова 
ғылым Академиясының президенті, Молдова техникалық университеті (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН  Станислав  Николаевич,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, ҚР 
ҰҒА академигі, Қазақстан-Британ техникалық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ  Асқар  Ербуланович, физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=12

КАЛАНДРА  Пьетро,  Ph.D  (физика),  Наноқұрылымды  материалдарды  зерттеу  институтының 
профессоры (Рим, Италия) H=26

«ҚР ҰҒА Хабарлары. 
Физика-математикалық сериясы».
ISSN 2518-1726 (Online), 
ISSN 1991-346X (Print)

Меншіктеуші:  «Қазақстан  Республикасының  Ұлттық  ғылым  академиясы»  РҚБ  (Алматы  қ.). Қазақстан  
Республикасының  Ақпарат  және  қоғамдық  даму  министрлiгiнің  Ақпарат  комитетінде 14.02.2018 ж. берілген 
No 16906-Ж мерзімдік басылым тіркеуіне қойылу туралы куәлік.
Тақырыптық  бағыты:   математика,   информатика,   механика,   физика,   ғарыштық   зерттеулер, астрономия, 
ионосфера.
Мерзімділігі: жылына 6 рет. 
Тиражы: 300 дана.
Редакцияның мекен-жайы:  050010, Алматы қ., Шевченко көш., 28, 219 бөл., тел.: 272-13-19
http://www.physico-mathematical.kz/index.php/en/

© Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы, 2021

Типографияның мекен-жайы:  «Аруна» ЖК, Алматы қ., Мұратбаев көш., 75.
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Г л а в н ы й   р е д а к т о р:  
МУТАНОВ Галимкаир Мутанович, доктор технических наук, профессор, академик НАН РК, 

и.о. генерального директора «Института информационных и вычислительных технологий» КН МОН 
РК (Алматы, Казахстан) Н=5

Р е д а к ц и о н н а я   к о л л е г и я:
КАЛИМОЛДАЕВ  Максат  Нурадилович, (заместитель  главного  редактора),  доктор  физико-

математических наук, профессор, академик НАН РК, советник генерального директора «Института 
информационных  и  вычислительных  технологий»  КН  МОН  РК,  заведующий  лабораторией 
(Алматы, Казахстан) Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жумадил Жанабаевич, (заместитель главного редактора), доктор технических 
наук, профессор, академик НАН РК, Институт кибернетики и информационных технологий, кафедра 
прикладной механики и инженерной графики, университет Сатпаева (Алматы, Казахстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар, доктор  технических  наук  (физ.-мат.),  профессор  Люблинского 
технологического университета (Люблин, Польша) H=23 

БОШКАЕВ Куантай Авгазыевич, доктор Ph.D, преподаватель, доцент кафедры теоретической 
и ядерной физики, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=10

QUEVEDO  Hemando,  профессор, Национальный автономный университет Мексики (UNAM), 
Институт ядерных наук (Мехико, Мексика) Н=28

ЖУСУПОВ  Марат  Абжанович, доктор  физико-математических  наук,  профессор  кафедры 
теоретической и ядерной физики, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, 
Казахстан) Н=7

КОВАЛЕВ  Александр  Михайлович, доктор  физико-математических  наук,  академик  НАН 
Украины,  Институт прикладной математики и механики (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович, доктор  технических  наук,  профессор,  академик 
НАН Беларуси (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тлеккабул Сабитович,  доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, проректор по научно-инновационной деятельности, Казахский национальный университет 
им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=26

ТАКИБАЕВ Нургали Жабагаевич, доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=5

ТИГИНЯНУ  Ион  Михайлович, доктор  физико-математических  наук,  академик,  президент 
Академии наук Молдовы, Технический университет Молдовы (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН Станислав Николаевич, доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, Казахстанско-Британский технический университет (Алматы, Казахстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ Аскар Ербуланович, доктор физико-математических наук, профессор, Казахский 
национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=12

КАЛАНДРА Пьетро, доктор философии (Ph.D, физика), профессор Института по изучению 
наноструктурированных материалов (Рим, Италия) H=26
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Editor   in   chief:
MUTANOV   Galimkair   Mutanovich,   doctor  of  technical  Sciences,  Professor,  Academician  

of NAS RK,  acting director of the Institute of Information and Computing Technologies of SC MES RK 
(Almaty, Kazakhstan)  Н=5

Editorial   board:
KALIMOLDAYEV   Maksat   Nuradilovich   (Deputy  Editor-in-Chief),  doctor  in  Physics  and 

Mathematics,  Professor, Academician  of  NAS  RK, Advisor  to  the  General  Director  of  the  Institute  
of Information and Computing Technologies of SC MES RK, Head of the Laboratory (Almaty, Kazakhstan)  
Н=7

BAYGUNCHEKOV   Zhumadil   Zhanabayevich,   (Deputy  Editor-in-Chief),  doctor  of  Technical 
Sciences,  Professor, Academician  of  NAS  RK,  Institute  of  Cybernetics  and  Information  Technologies, 
Department of Applied Mechanics and Engineering Graphics, Satbayev University (Almaty, Kazakhstan) 
Н=3

WOICIK  Waldemar,  Doctor  of  Phys.-Math.  Sciences,  Professor,  Lublin  University  of  Technology 
(Lublin, Poland) H=23 

BOSHKAYEV  Kuantai  Avgazievich,  PhD,  Lecturer,  Associate  Professor  of  the  Department  of 
Theoretical and Nuclear Physics, Al-Farabi Kazakh National University (Almaty, Kazakhstan) Н=10

QUEVEDO  Hemando,  Professor, National Autonomous University of Mexico (UNAM), Institute of 
Nuclear Sciences (Mexico City, Mexico) Н=28

ZHUSSUPOV Marat Abzhanovich, Doctor in Physics and Mathematics, Professor of the Department of 
Theoretical and Nuclear Physics, al-Farabi Kazakh National University (Almaty, Kazakhstan) Н=7

KOVALEV  Alexander  Mikhailovich,  Doctor  in  Physics  and  Mathematics,  Academician  of  NAS 
of  Ukraine,  Director  of  the  State  Institution  «Institute  of  Applied  Mathematics  and  Mechanics»  DPR 
(Donetsk, Ukraine) Н=5

MIKHALEVICH Alexander Alexandrovich, Doctor of Technical Sciences, Professor, Academician of 
NAS of Belarus (Minsk, Belarus) Н=2

RAMAZANOV  Tlekkabul  Sabitovich,  Doctor in Physics and Mathematics, Professor, Academician 
of  NAS  RK,  Vice-Rector  for  Scientific  and  Innovative Activity,  al-Farabi  Kazakh  National  University 
(Almaty, Kazakhstan) Н=26

TAKIBAYEV Nurgali Zhabagaevich, Doctor in Physics and Mathematics, Professor, Academician of 
NAS RK, al-Farabi Kazakh National University (Almaty, Kazakhstan) Н=5

TIGHINEANU  Ion  Mikhailovich,  Doctor in Physics and Mathematics, Academician, Full Member 
of  the  Academy  of  Sciences  of  Moldova,  President  of  the  AS  of  Moldova,  Technical  University  of 
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ASYMPTOTIC EXPANSION OF SOLUTION OF BVP WITH INITIAL JUMPS FOR 

SINGULARLY PERTURBED INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION 

Abstract: we consider the undivided boundary value problem for singularly perturbed linear integro-

differential equations of −n th order with integral Fredholm terms, which has the phenomenon −1m th order

of an initial jump of order at the left end of the segment under consideration. The regular and boundary layer 

parts of the asymptotic expansion of solutions are determined. The regular terms of the asymptotics are 

constructed in the form of integral-differential equations, which differ from the usual unperturbed integro-

differential equations by the presence of additional terms, called the initial jumps of the integral terms. The 

magnitudes of these initial jumps are determined. The boundary conditions for the regular terms of the 

asymptotics also contain additional terms, called the initial jumps of the derivatives of the −1m th order. Thus, 

to determine the regular terms of the asymptotics, we obtain the boundary conditions for linear integro-

differential equations with an additional parameter. To determine the boundary layer terms of the asymptotic 

expansion of solutions, initial problems are obtained for homogeneous and inhomogeneous ordinary 

differential equations with constant coefficients. Exponential estimates are obtained for the boundary layer 

terms of the asymptotics. The theorem of existence, uniqueness and both of the symmetric representation of 

solutions with an estimate of the remainder of the asymptotics is formulated. It is established that the 

constructed asymptotic approximation to the solution of the original singularly perturbed integro-differential 

boundary value problem is uniform on the entire considered interval. 

Key words: singular perturbation, small parameter, asymptotic expansion, the initial jump, the boundary 

layer. 

Introduction. Mathematics studies natural processes using mathematical models for them. Any 

mathematical model is somewhat approximate. When constructing the mathematical models, one tries to 

capture all essential, dominant feature of the process. On the other hand, the model should be “simple” enough 

to allow the analytical and numerical treatment leading to the information one wants to obtain about the 

process. A variety of models in physics, chemical kinetics, mathematical biology, and many other fields are 

quite naturally formulated in terms of differential equations. During the derivation of the model equations, 

some terms whose influence on the process is supposed to be negligible are often not taken into account. As a 

result, the model might be simplified considerably. Such simplifications often rely on physical intuition. Note 

that other mathematical school of singularly perturbed equations in Kazakhstan and abroad investigate only 

boundary value problems, which do not have an initial jump. We say a function ),( xy  is a singular 

perturbation of )0,(xy  if )0,(xy fails to approximate ),( xy  for all x  of interest when   is small. 

Uniformly valid approximations for such functions can often be found by the modified boundary function 

method. In our previous works in [1-13] we considered the initial and boundary value problems with the initial 

jump for differential and integro-differential equations in the stable case. In the article [14] the constructive 

formula for solutions of boundary value problems for singularly perturbed higher order linear integro-

differential equations has been obtained. The asymptotic properties of solutions which are similar to the 

properties of solutions of differential equations are shown. The difference was that the equations for the 

coefficients of the asymptotic expansion in the case of integro –differential equations are some what more 
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complicated than in the case of differential equations. Thus, we can say that the addition of integral terms to 

the equation leads to some complication of the algorithm for constructing the asymptotic expansion of the 

solution and the qualitative behavior of the solution will not change. Therefore the problem arises in identifying 

such asymptotic properties of solutions of integro-differential equations that are not characteristic of 

differential equations, investigating the problems of this type when the present integral terms will lead to a 

qualitative change in the asymptotic behavior of solutions of differential equations. 

Scientific novelty. It is shown that solutions of singularly perturbed general boundary value problems tend 

to solutions of the corresponding modified degenerate problems. The modified degenerate problems have been 

constructed. The values of the initial jumps of the solutions and of the integral terms have been found. 

Asymptotic expansions of solutions of BVP with ordered boundary conditions and general boundary value 

problems with any degree of accuracy with respect to a small parameter have been constructed. 

Theoretical and practical significance of the research. The results obtained an important contribution to 

the development of the theory of singularly perturbed integro-differential equations. Taking into account that 

the equation is one of the most important classes of singularly perturbed equations, they are mathematical 

models that study a wide variety of processes in physics, chemistry, biology, engineering, and others. 

Materials and methods.  

Consider the following singularly perturbed integro-differential equation 
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where 0 is  small parameter, ,, ijij   Rai  are known constants independent of  and
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(C7) Number 1 is not an eigenvalue of the kernel ).,( stH
For the solution of the problem (1),(2) are valid the following limiting equalities [5]: 
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where )(ty  is the solution of the degenerate problem, 0  is the initial jump of the solution, 
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From (3) it follows that the solution ),( ty of  the  general boundary value problem (1) and (2) converges 

to the solution )(ty of  the modified degenerate problem (4) as .0→  We note that the limits for 

1
)(

1,0),,(1 mnjty
jm

−−=
+  are not uniform on the interval 10  t . They are uniform on the interval 

10 0  tt , where 0t is sufficiently small but fixed number as .0→  In the work will be constructed 

uniformly asymptotic expansion of the solution of the problem (1), (2) on the interval 10  t . Therefore 

near 0=t the zone appears in which no matter how small it is, the solution of the original perturbed equation 

is strongly different from the solution of the degenerate one. This zone is called the boundary layer zone. 

Since the solution of the problem (1) and (2) has the −1m th order initial jump at the point 0=t , we seek

the asymptotic expansion of the solution of  the problem (1), (2) in the next form: 

,   ),()(),( 1


 

t
wtyty

m
=+= (5) 

where )(ty is a  regular part of  the asymptotic and )(w is a boundary layer part, those can be 

represented in the form: 
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Substituting the series (5) into (1), we obtain the following equalities: 
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By replacing the integral expression 
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s = on the right-hand side of the equation (7), we get the improper

integral 
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By the degree of  formally expanding 1,0),,( 1 += mistH i   into a Taylor series at the point )0,(t : 
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Use (11) in (9), equating coefficients of  like powers  of   , for the regular part ,....2,1,0),( =ktyk

we arrive 

the following equalities: 
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for determining the coefficient )(0 ty , we obtain the integro-differential equation 
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where )(0 t  is defined by formula (120). 

For determining the coefficients ,....2,1),( =ktyk  we obtain the integro-differential equation 
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and )(tFk  is known function, can be written as 
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The values 0,),(  kt kk  are called respectively the initial jumps of the integral terms and solutions.

By the degree of  formally expanding niAi ,1),( = into a Taylor series at the point 0: 
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Use (15) in (10), equating coefficients of like power of on both sides (10), we get the equations for the 

boundary layer functions ,2,1,0),( =kwk 
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where )(k  is known function, can be written as 
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To determine uniquely the terms )(tyk and )(kw of  the asymptotic,  we use (5) in (6) and taking into 

account boundary condition (2) 
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Equating the coefficients at zero degrees of   in (18) and in view of )12( 0 , we have 
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Thus, the main coefficient )(0 ty of the regular part of the asymptotic and the initial jump of the solution 

0 are determined from the problem (130), (190). 
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Thus, the main coefficient )(0 w of the boundary layer part of the asymptotic is determined from the

problem (160), (200). 

Thus, the zeroth approximation of the asymptotic expansion is completely constructed. In the k -th 

approximation, for determining the boundary conditions of the coefficient )(tyk , ,...2,1=k  , we compare

the coefficients of  the same powers of the parameter  . As a result, we obtain the following initial conditions 

for )(tyk :
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From (13k), (19k) we determine 1,),(  kty kk .

Now, we will be determine the initial conditions for the coefficient 1),( kwk  .  In order to find the 

missing of the equation (16k) by virtue of the conditions 1,0,0)(
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−== niwk

i

. Then, we get the initial 

conditions for determining 1),( kwk   : 
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Thus,  the k -th approximation of  the asymptotic is completely constructed. 

Results and discussion. Theorem. Let functions nibaCtFtA
mnN

i ,1],,[)(),( 1 =
−+

 
and

conditions (C2) - (C7) hold. Then for sufficiently small   the boundary value problem (1) and (2) has an 

unique solution on the 10  t  and that is expressed by the formula 

 ),,(),(),(  tRtyty NN += (21) 

where ),( tyN is defined  by the formula 
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and for the remainder term the estimates are valid 

10  ,1,0  ,),( 1)( −= + tniCtR Ni
N  . (23) 

where 0С is a some constant independent of   . 

Proof. We construct the N -th partial sum (22) of the expansion (5),(6).The function ),( tyN

satisfies problem (1), (2) with accuracy of order )( 1+NO  , i.e. 
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Denote by ),(),(),(  tRtyty NN += . Then for the remainder  ),( tRN  we obtain the problem as 

follows 
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We apply the asymptotic estimation of the solution of the problem (1),(2) to the problem (25). Then we 

obtain the estimates 
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This means that estimates )(),(),...,(),( 11 2)1()1( mnNn
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N OtROtR
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==  is valid at 

point 0=t , i.e. The required estimates do not hold. To obtain the necessary estimates, we consider the 

equalities 
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Hence, equating the right-hand sides of (27), we get 
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required estimates: 
1)1(

),(1 ++
 Nm

N CtR  .  Similarly, considering the equalities 

),(),(),( )1()1()1(  tRtyty n
N

n
N

n −−− += , ),(),(),(
)1(

1

)1(

1
)1(

11
 tRtyty

n

mnN

n

mnN
n −

−−+

−

−−+
− += (29) 

Hence, equating the right-hand sides of (29), we obtain 
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. Thus, we obtain the required estimates 

1)1(
),( +−
 Nn

N CtR  .  Theorem is proved. 

Conclusion. We investigated asymptotic expansion of solution of  general boundary value problem with 

initial jumps for higher-order singularly perturbed integro - differential equation with any degree of accuracy 

with respect to a small parameter have been constructed.  
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СИНГУЛЯРЛЫ АУЫТҚЫҒАН ИНТЕГРАЛДЫ-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН 

БАСТАПҚЫ СЕКІРІСТІ ШЕТТІК ЕСЕБІ ШЕШІМІНІҢ АСИМПТОТИКАЛЫҚ ЖІКТЕЛУІ 

Аннотация: қарастырылып отырған кесіндінің сол жақ шетінде −1m ші ретті бастапқы секірісі бар 

−n ші ретті сингулярлы ауытқыған Фредгольм сызықты интегралды-дифферециалдық теңдеулері 

үшін бөлінбеген шеттік есеп қарастырылады. Шешімнің асимтотикалық жіктелуінің регулярлы және 

шекаралық қабатты мүшелері анықталды. Асимптотиканың регулярлы мүшелері әдеттегі ауытқымаған 

теңдеулерден бөлек интегралдық мүшелердің бастапқы секірістері деп аталатын қосымша мүшелері 

бар интегралды-дифференциалдық теңдеулер түрінде құрылды. Осы бастапқы секірістердің шамалары

анықталды. Асимптотиканың регулярлы мүшелерінің шеттік шарттарында −1m ші ретті туындының

бастапқы секірістері деп аталатын қосымша мүшелер болады. Сонымен, асимтотиканың регулярлы 

мүшелерін анықтау үшін сызықты интегралды-дифференциалдық теңдеулерге арналған қосымша 

параметрлі шеттік есептер алынды. Шешімнің асимптотикасының шекаралық қабатты мүшелерін 

анықтау үшін тұрақты коэффициентті біртекті және біртекті емес дифференциалдық теңдеулерге 

арналған бастапқы есептер алынды. Асимптотиканың шекаралық қабатты мүшелері үшін 

экспоненциалды бағалаулар алынды. Шешімнің бар болуы, даралығы және асимптотикалық түрде 

берілуіне теорема келтірілген. Асимптотиканың қалдық мүшесі бағаланды. Берілген сингулярлы 

ауытқыған интегралды-дифференциалдық теңдеулерге арналған шеттік есеп шешімінен құрылған 

асимптотикалық жуықтау барлық кесіндіде бірқалыпты сипатта болады. 

Түйін сөздер: сингулярлы ауытқу, кіші параметр, асимптотикалық жіктелу, бастапқы секіріс, 

шекаралық қабат. 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С НАЧАЛЬНЫМИ 

СКАЧКАМИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Аннотация: рассматривается неразделенная краевая задача для сингулярно возмущенных 

линейных интегро - дифференциальных уравнений −n гопорядка с интегральными членами 

Фредгольма, обладающая на левом конце рассматриваем огоотрезка явлением начального скачка −1m

гопорядка. Определены регулярные и погран слойные части асимптотического разложения решений. 

Регулярные члены асимптотики построены в видеинтегро – дифференциальных уравнений, 

отличающихся от обычных не возмущенных интегро-дифференциальных уравнений наличием 

дополнительных слагаемых, называемых начальными скачками интегральных членов. Определены 

величины этих начальных скачков. Краевые условия для регулярных членов асимптотики также 

содержат дополнительные слагаемые, называемые начальными скачками производных −1m гопорядка. 

Тем самым, для определения регулярных членов асимптотики получаются крае выеза дачи для 

линейных интегро – дифференциальных уравнений с дополнительным параметром. Для определения 

погран слойных членов асимптотического разложения решений получены начальные задача для 

однородных и неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 

коэффициентами. Получены экспоненциальные оценки для погран слойных членов асимптотики. 

Сформулирована теорема существования, единственности и оба симптотическом представлении 

решений с оценкой остаточного члена асимптотики. Установлено, что построенное асимптотическое 
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приближение к решению исходной сингулярно возмущенной интегро – дифференциальной краевой 

задачи носитравномерный характер на всем рассматриваемом отрезке. 

Ключевые слова: сингулярное возмущение, малый параметр, асимптотическое разложение, 

начальный скачок, погранслой. 
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