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PHENYLALANINE – IODINE 
COMPLEX AND ITS STRUCTURE 

 
Abstract. This report describes synthesis and structural characterization of the phenylalanine·iodine complex 

monocrystal in acetone. Crystals of the substance exhibited a rhombic syngony and were stable at a temperature of 
25 °C. As a result, a new compound α,α'-di-amino-β,β'-diphenylpropionic acid monoiodide has been obtained. X-ray 
diffraction analysis showed that dimers of phenylalanine molecules (C18H23N2O4) are formed due to hydrogen bonds 
between the oxygen atoms of carboxyl groups. The hydrogen bonds between the amino groups and iodide form the 
layers parallel to the (001) plane and these molecular layers are bound to a three-dimensional structure via the van 
der Waals forces. 

Keywords: Phenylalanine, iodine, halogen, hydrogen bonds, amino acid complex with iodine.  
 
Introduction 
Iodine, in comparison with other halogens - fluorine, chlorine and bromine, has a number of 

distinctive properties. First of all, the interatomic distance in the iodine molecule in the solid state is 
greater than in the gaseous state. This is not observed in either chlorine or bromine. Due to the large size 
of the iodide anion, the iodide has a small surface charge density, as a result of which the charge 
distribution can be distorted by the action of certain cations (Li+, Mg2+, Fe3+, etc.) and can no longer be 
regarded as spherically symmetric [1]. In comparison with chlorine and bromine, high iodine 
polarizability along with low electronegativity makes it possible to form various compounds like charge 
transfer, donor-acceptor interaction, hydrophobic interaction, hydrogen and halogen bonds [2,3]. These 
properties of iodine enable to develop a variety of substances and materials, for example, drugs [2], 
superconductors [4], nonlinear optical crystals [5]. Iodine forms complex compounds with organic 
substances and interhalogen compounds, including polyiodides [6-9]. Of particular interest are the 
compounds of iodine with amino acids [10]. The aim of the study was a synthesis of a complex of 
phenylalanine and iodine and determination its structure by X-ray diffraction analysis. 

Experimental part 
Synthesis of the phenylalanine·iodine complex. Acetone (Sigma, USA) and iodine (Reachim, Russia) 

were mixed in a molar ratio of 34:1 at a temperature of 60-65°C to produce hydrogen iodide: 

 H3CCOCH3 + I2 → CH2ICOCH3 + HI  (1) 

Then phenylalanine was added and acetone was slowly evaporated. As the acetone evaporates, 
crystals of black color form for a long time. The obtained crystals had a rhombic syngony and were stable 
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at a temperature of 25°C. The chemical formula of this compound can be represented as: 2C9H11NO2·HI, 
and the formation reaction: 

 2С9H11NO2 + HI → [H(C9H11NO2)2I] (2) 

X-ray diffraction analysis (XRD). A single-crystal needle-shaped sample of 0.02 x 0.08 x 0.28 mm in 
size was placed in a glass capillary and fixed with a glass rod. To prevent the destruction of crystals under 
the influence of heat and X-rays, diffraction measurements were carried out at low temperatures. Low 
temperatures on the samples were maintained by a low temperature prefix of the "Enraf-Nonius" firm in 
pairs of nitrogen with an accuracy of ±1оС. Diffraction measurements were carried out at room 
temperature on an Enraf-Nonius CAD-4 auto-diffractometer (graphite monochromator, Мо-Кα radiation, 
θ/2θ- scanning). The parameters of the rhombic cell are determined and refined by 24 reflections with 
12<θ<13. The absorption was accounted for using the psi-scan method [11]. The structure is deciphered 
by the direct method. The coordinates of all hydrogen atoms are determined by geometric calculations. 
The structure is defined by the completely matrix OLS in the anisotropic approximation for non-hydrogen 
atoms and isotropic for hydrogen atoms. The coordinates of the hydrogen atoms of the NH3 and OH 
groups are refined freely, and the coordinates of the remaining hydrogen atoms are refined by the "rider" 
model with the following conditions: the length of the bonds is C-H=0.98Å, 0.97Å, 0.93Å and 
Uiso(H)=1.5Ueq(C) for CH, CH2 and phenyl groups, respectively. All structural calculations were carried 
out using the SHELXTL program complex [12].  

The main crystallographic data and experimental parameters are given in Table 1, and the full 
crystallographic information of the investigated compound was deposited at the Cambridge structural data 
bank under the number CCDC 1036670. 

 
Table 1 - Crystallographic data of the complex 2(C9H11NO2)·HI 

 
Formula 2(C9H11NO2)·HI 

Molecular weight 458.28 
Singonia; Spatial group Rhombic; P212121 
Lattice parameters а, Ь, с [А] 5.3059(11);12.265(3); 29.585(6) 
alpha, beta, gamma [deg] 90.0; 90.0; 90.0 
V [A]3 ;      Z 1925.3(7); 4 
D(calc)[g/cm3]; F(000) 1.581; 920 
Mu(MoKa) [ mm"1 ] 1.687 
Dimensions of the crystal [mm] 0.02 х 0.08 х 0.28 
Измерения 
Temperature (K); Radiation [А] 200; МоКа; λ=0.71073 
6min;6max[Deg] 1.4, 30.0 
Measurement area 0: 7;-17: 17; 0:41 
Number of reflexes changed, independent, R(int) 6498, 5612, 0.048 
Observed reflexes [I>2.0 sigma(I)] 3154 
Refinement 
Number of reflexes, Number of parameters 5612, 247 
R, wR2, S 0.0616, 0.1304, 0.81 
Max. and Av. Shift/Error 0.00, 0.00 
Flack x 0.00(4) 
Min. and Max. Resd. Dens. [e/A3] -0.69, 0.85 

 
 

Results and discussion 
The structure of the complex 2(C9H11NO2)·HI, determined by X-ray diffraction analysis, is shown in 

Fig. 1. The independent part of the unit cell contains two molecules of phenylalanine (C9H11NO2), and one 
anion I-. 
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Figure 1 - Atomic model of the structure of C18H23N2O4I 

 (ellipsoids of anisotropic thermal oscillations are drawn at the level of 50% probability) 
 
Herewith, two molecules of phenylalanine are bound by the hydrogen bond О25-H25…О5 (Table 2) 

to form a dimer (C18H23N2O4) (Figure 1). 
 

Table 2 - Hydrogen bonds in structure 2(C9H11NO2)·HI 
 

D Н А D-H Н-А D-A D-H-A 
N2 H2A O24 0.92(4) 1.87(4) 2.778(7) 168(5) 
N2 H2B I1 0.92(7) 2.81(8) 3.642(6) 151(7) 
N2 H2C I1 0.92(8) 2.79(8) 3.575(6) 144(8) 

N22 H22B O4 0.93(4) 1.83(4) 2.760(7) 173(3) 
N22 H22A I1 0.93(8) 2.77(8) 3.602(6) 149(7) 
N22 H22C I1 0.93(6) 2.75(8) 3.616(6) 158(7) 
O25 H25 O5 0.88(9) 1.66(9) 2.423(6) 144(8) 

 
In the three-dimensional packaging of the crystal structure, the dimers (C18H23N2O4) form an infinite 

two-dimensional layer parallel to the plane (001) due to the hydrogen bonds between the amino groups 
and iodide (Figure 2). In the three-dimensional construction of the crystal structure, the interaction 
between the layers is mainly described by van der Waals forces. 

Thus, in the reaction of iodine with phenylalanine in acetone, a complex α,α'-di-amino-β,β'-
diphenylpropionic acid monoiodide is formed. Iodine atoms are the acceptors of the hydrogen bond 
formed with amino groups of phenylalanines of the type: 

 

N – H···X- 
where, X = F, Cl, Br и I 
 

The average and normalized length of the hydrogen bond H...X- is 0.83 and, being less than the mean 
value 0.873 [13], calculated from known structures, indicates a strong hydrogen bond. 

The obtained complex differs from other coordination compounds of iodine with amino acids [10] or 
other biologically active substances [14] with charge transfer by type: 

 
 n*Amino acid + I2 + KI → [(Amino acid)nK]+·I3

- (3) 
where, n ≥1 

 
Iodide promotes the dimerization of phenylalanines, initiating the formation of the hydrogen bond 

between pairs of amino acid molecules. As it is known, multidimensional structures, formed by hydrogen 
bonds between biological molecules, play an important role - from metabolic transformations to the 
realization of genetic information encoded in DNA [15, 16]. The role of halogen ions in the stabilization 
of the action of the reactive center of enzymes is great. For example, the chlorine anion activates the α-
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amylase of animals and certain bacteria by forming the hydrogen bond with the amino group of arginine 
[17]. Similarly, chloride affects cathepsin C [18]. Therefore, interest in halogens as acceptors of the 
hydrogen bond is very high.  

 
a 

 
b 

 
c 

 
d 

 

Figure 2 - Crystalline structure C18H23N2O4I, iodine atoms of magenta colour, carbon - gray, nitrogen - blue, oxygen - red and 
hydrogen - green, hydrogen bonds are shown in green broken lines: (a) - a perspective view of the structure; (b) - the projection  

of the structure on (100); (c) - the projection of the structure on (010); (d) - the projection of the structure on (001) 
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ИОД ЖƏНЕ ОНЫҢ ҚҰРЫЛЫМЫМЕН ФЕНИЛАЛАЛИННІҢ КЕШЕНДІ КОМПЛЕКСІ 
 
Аннотация. Мақалада ацетонда фенилаланин-иод кешенінің монокристаллды алу жəне синтезі сипатталады. 

Заттың кристалы ромбылық сингониясы болды жəне 25 оС температурада тұрақты болды. Нəтижесінде α,α’-ди-амино-
β,β’-моноиодид дифенилпропионды қышқылының жаңа қосылысы алынды. Рентгендік құрылымдық зерттеулерімен 
фенилаланиннің молекула диметрлері (C18H23N2O4) карбоксил топтарының оттегі атомдар арасындағы сутектік байланыс 
салдарынан пайда болатынын көрсетті. Амин топтары мен иодид арасындағы сутектік байланыс паралелль жазықтық 
қатпары пайда болып, осы молекулалар қатпарлары Ван-дер-Ваальс арқылы үш өлшемді құрылысын байланыстырады. 

Түйін сөздер: фенилаланин, иод, галоген, сутектік байланыстар, иодпен амин қышқылы кешені.  
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КОМПЛЕКС ФЕНИЛАЛАНИНА С ИОДОМ И ЕГО СТРУКТУРА 

 
Аннотация. В статье описывается синтез и структурный анализ монокристалла комплекса фенилала-нин·иод в 

ацетоне. Кристаллы вещества имели ромбическую сингонию и были стабильны при температуре 25 оС. В результате 
получено новое соединение α,α’-ди-амино-β,β’-дифенилпропионовой кислоты моноиодид. Рентгенрструктурными 
исследованиями показано, что димеры молекул фенилаланина (C18H23N2O4) образуются за счёт водородных связей 
между атомами кислорода карбоксильных групп. Водородные связи между аминогруппами и иодидом образуют слои 
параллельно плоскости (001) и эти слои молекул связываются в трехмерную постройку силами Ван-дер-Ваальса.  

Ключевые слова. Фенилаланин, иод, галоген, водородные связи, комплекс аминокислоты с иодом.  
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ERRORS IN THE TOTAL REACTION CROSS SECTIONS  
AND ENERGIES OF INCIDENT PARTICLES MEASURED USING 

MODIFIED TRANSMISSION TECHNIQUE 
 
Abstract. When determining the values of the total reaction cross sections and the energy of the particles of a 

beam of weakly bound nuclei, there are always statistical and systematic errors. The former depend on the data 
collected, the latter – on the components of the experimental setup. A thorough study of the used equipment and 
components, such as targets and detectors, makes it possible to evaluate and minimize the effect of systematic errors. 

In this paper, for the first time, the guidelines and basic principles for determining the errors in the total cross 
reaction sections and the beam energy in the course of the experiment are described in detail, and the determination 
of their errors in a particular experiment is demonstrated. 

Keywords: Statistical and systematic errors, total reaction cross section, γ-spectrometer. 
 
Introduction 
 
The total error of the final quantity is not only the statistical error of the recorded events. It must 

include the errors in determining all other quantities used in the calculation formula, for example, the 
errors in the measurement of the thickness of the target, the distance to the source and others. These errors 
are systematic errors. Systematic errors are caused by the imperfection of instruments, incorrect 
installation of the device, displacement of the scale, inaccurate setting of the instrument pointer in the zero 
position, low sensitivity of the instrument, neglect of external factors affecting the result of measurements 
(thermal, electric and magnetic fields, pressure, humidity and others) approximate equations and constants 
used to calculate the desired quantities, and other factors [1]. 

Systematic errors unlike statistical errors are not described by the methods of mathematical statistics. 
They can be reduced by examining the instruments used in the experiment and introduction of corrections 
in the results of measurements. 

In this paper, we would like to give an example of the determination of systematic errors by the 
example of measuring the total cross section of nuclear reactions. 

The two main experimentally determined parameters of the nuclear interaction are the values of 
angular distributions of the differential cross sections (ADDCS) of elastic scattering and total reaction 
cross sections (TRC). The method of determination of errors of angular characteristics and angular 
distributions of the differential cross sections of elastic scattering is described in detail in [2, 3]. 

Let us determine errors in the measurement of total reaction cross sections. The values of the total 
reaction cross sections are measured indirectly, i.e., using the results of direct measurements of particle 
fluxes I0 and I incident on the target and passing through N target nuclei without interaction, respectively. 
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The total reaction cross section 
The TRC value is connected with the intensities of particle fluxes I0 and I by the equation: 
 

 00 / INI)(I=σR  .                 (1) 

 
The equation (1) shows that for the direct measurement of the total reaction cross section σR it is 

necessary to simultaneously measure two quantities, namely, the difference (I0 – I) and the corresponding 
intensity of the flux I0. This method, called the «transmission method», is most commonly used to 
measure TRC. 

 
Experimental setup 
In our experiment, where we measured the total cross sections for the interaction of 6He, 8,9Li with the 

nuclei of 28Si, 9Be, 59Co and 181Ta, we used the modified transmission technique based on the use of a 
multilayer telescope with semiconductor silicon detectors combined with a 4π-geometry scintillation 
gamma-spectrometer [4, 5]. This technique provides a direct measurement of the number of events in the 
reaction ∆R = (I0 – I), normalized to the flux intensity I0. The number of events in the reaction ΔR was 
determined by registration of radiation at least in one of the six detectors of the γ-spectrometer in 
coincidence with the starting semiconductor detector of the telescope. 

The experiment was conducted at the U-400M accelerator in the G. N. Flerov Laboratory of Nuclear 
Reactions, JINR (Dubna). The secondary beam of 6He and 8,9Li nuclei of intensity I0 ~ 103 s-1 in the energy 
range E = (5 –30) MeV/nucleon was obtained as a product of the fragmentation reaction of the primary 
beam of 11B nuclei (E = 32 MeV/nucleon) on 9Be target.  The secondary 8,9Li-beam was formed using the 
elements of the magnetic system of the ACCULINNA fragment separator equipped with the eight-meter 
TOF transport line for particle identification. 

In the input and output parts of the separator channel, thin plastic scintillation detectors, which 
identified particle energy by energy release dE and by the time of flight TOF, were mounted. Multipole 
focusing elements provided further transportation of 6He and 8,9Li beam to the low-background separator 
cabin. 

This experiment took into account the experience and corrected methodological errors of the previous 
works. The attempts of joint application of a full geometry γ-spectrometer and transmission technique had 
a number of significant shortcomings and gave only estimates and only for «energy-integrated reaction 
cross sections». 

One of the disadvantages of this method is that the main source of gamma and neutron background 
(telescope E-detector of the full beam stop) was placed in the sensitive area of the γ-spectrometer, so that 
it fixed γ-radiation from the events both in the test target and in the E-detector material, where the number 
of nuclei is several orders of magnitude larger than that in the target. 

In our improved modification of the experiment, all basic background γ-sources are minimized and 
placed beyond the sensitive area of the γ-spectrometer, and in the physical installation the events 
ensemble was chosen so that γ-spectrometer played the main role in their analysis, and the E-detector was 
not a background γ-source. The other part of events, pretending to be nuclear reactions, was selected by 
the transmission method, where the γ-spectrometer analysis plays a secondary role. Therefore, this 
physical installation provides two separate exposures Ө>>00 and Ө~00 with the corresponding intensities 
of 8,9Li beam, γ-spectrometer functions, etc. 

4π-geometry CsI(Tl) scintillation -spectrometer was installed in the low background cabin in the 
additional Pb-protection. The studied target, in particular, dE Si-detector, was placed in the center of the 
-spectrometer (see Figure 1). The other dE and E detectors of the semiconductor telescope were placed 
along the beam axis, before and after the studied target, beyond the sensitive zone of the -spectrometer. 

The target (dЕ - detector) was placed in the central zone of the -spectrometer, whereas all other 
telescope detectors, in particular, identifiers dЕ0 and dЕ1, detectors-identifiers of reaction products dE3 and 
E detector of full beam stop were located in the (n-protection beyond the sensitive zone of the -
spectrometer. The experimental technique using 4π- scintillation -spectrometer is described in detail in 
[4, 5]. 
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Semiconductor dE0, dE1 detectors and active collimator dEАК were placed before the target and used 
for identification of 6He and 8,9Li nuclei, and their separation from the other particles-products of the 
secondary beam. Recording of information started for each event when a particle passed through the 
detector dE1. Different thicknesses of dE0 and dE1 detectors allowed the experimenters to change and 
measure the energy of 8,9Li particles incident on the target for each event of particle passage. 

 
Figure 1 –The scheme of the experiment on measuring reaction cross sections by 4π- scintillation -spectrometer 

 
The secondary beam of 6He and 8,9Li nuclei successively passed the following parts of the 

installation: 
- the group of plastic scintillator TOF – dE detectors of ACCULINNA separator;  
- the group of semiconductor detectors dE0, dE1 for additional identification of the beam particles and 

reduction of their energy;  
- the active collimator detector AK;  
- the target located in the center of 4π-geometry CsI(Tl) γ-spectrometer in the (n-γ)- protection;  
- the E detector located along the beam axis behind the target. 
The E detector was located beyond the γ-spectrometer and recorded the beam particles having passed 

the target. 
Figure 2 shows the two-dimensional spectra: the dependence of energy losses in dЕ0 on TOF (left) 

and energy losses in the detectors dЕ0 and dЕ1 (right). Compact grouping of points in the two-dimensional 
spectra shows a reasonably good separation of 6He- and 8,9Li-isotopes. 

 
 

Figure 2 – Two-dimensional spectra of identification detectors dЕ0 and dЕ1: energy losses in dЕ0 and TOF (left)  
and energy losses in the detectors (dЕ0  dЕ1). (right). The spectra demonstrate good separation  

of 6He and 8,9Li nuclei formed as products of (11B + 9Be) reaction 
 
Gamma spectrometer with 4π-geometry recorded γ-quanta in coincidence with the starting dE1-

detector. For each event, the system recorded information about the energy of γ-quanta and the time of 
their registration. 

The number of events-reactions R = (I0 – I) was determined by registering radiation at least in one of 
the γ-spectrometer detectors in coincidence with the starting dE1 detector. Thus, the total cross section of 
the reaction was calculated by (4) using the results of measurement of I0 and R values. 
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The errors in determining the total reaction cross sections 
 
Expression (1) shows that for direct measurement of the total reaction cross section σR it is sufficient 

to measure two quantities, namely, the difference (I0 – I) and the corresponding flux value I0, 
simultaneously. 

In accordance with formula (1), the main contribution to the error of the TRC value is made by 
statistical errors and errors in determining the target thickness (in the calculation it is the number of target 
nuclei). 

The absolute error is calculated from the expression: 
 

 
  RR .             (2) 

 
The relative error of the measurement result  is determined by the expression: 
 

 
2

det
2

tar
22 )()()()( hhN   ,       (3) 

 
where δN is the statistical error, δε is the error determined by the efficiency of detectors, δhtar is the 

error in determining the target thickness, δhdet is the error in determining the thickness of detectors. Let us 
consider these errors. 

Statistical error: 

 
NN

N
11



,             (4) 

where N is the number of events. 
 
Table 1 – The number of events for different particles detected by the detectors. The error value for each value is √ܰ 

 
Run 6He 8Li   
69 100176 101677 28Si 420 µm  
77 101889 105373 28Si 200µm  
85 789070 943720 28Si420 µm  
99 1735797 1149928 28Si420 µm  
103 603406 475292 28Si420 µm  

     
run 6He 8Li 9Li  
12 1342089 291723  28Si 510µm 
24 69625 586099 13499 28Si 510µm 
32 180758 1747947 56384 28Si 510µm 
33 169484 1621098 42805 28Si 510µm 
37 248417 2119843 60880 28Si 510µm 

 
Table 1 presents the quantitative data from the spectra for 6Не- and 8,9Li- particles interacting with 

28Si. The statistical error (4) in our experiment (Table 1) is less than 1%. 
Error caused by the detector efficiency 
Efficiency of silicon semiconductor detectors. To identify beam particles we used semiconductor 

silicon detectors – penetrated (from 3 to 6 pieces) thin dE-detectors with a thickness of 200, 420, 510 µm 
and a 710 µm E-detector for total absorption. 

Separation (selection) of the products of nuclear reactions by the one-dimensional spectra in the 
studied detectors leads to measurement errors and determines the accuracy of selection of events in 
nuclear reactions in the studied pair of detectors. These errors are not less than 1%. 

Errors in determining the thickness of detectors. Table 2 presents the main characteristics of silicon 
semiconductor detectors used in the experiment. 

The efficiency of registration of charged particles by semiconductor detectors is 100%. 
 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
14  

Table 2 – Nominal characteristics of silicon semiconductor detectors used in the experiment. Values are given without errors from 
the manufacturer's data 

 
Diameter of active area, mm 40 
Diameter of semiconductor wafer, cm 10.16 
Detector thickness, microns 200, 420, 510, 710 
Dead layer, nm 50 
Thickness of metal (aluminum) cover the entire active area of the detector, microns  0.5 
Minimum energy threshold, keV 4 – electrons, 

90 – protons 
Energy resolution, keV ~ (50–70) 

 
Efficiency of γ-spectrometer. We used the γ-spectrometer assembled from six γ-detectors made of 

inorganic scintillator CsI (T1). Each detector consists of a scintillator in the form of a straight prism of 14 
cm high, the base of which is a regular hexagon with the radius of the circumscribed circle of 10 cm, and 
a photomultiplier PMT-110, optically coupled to the end face of the CsI(Tl) prism. 

The surface of each scintillator is polished and coated with 150 µm-thick reflective film Tyvek® 
DuPont™, Wilmington, DE [6] in two layers. The scintillator is placed in the sealed enclosure from1mm-
thick light-shielding plastic. 

It is supposed that the γ-spectrometer covers the solid angle 4π (3600). In practice, the solid angle 
covered by the detectors is less than 4π. Not all γ-quanta emitted in the reaction get to the detector. 
Moreover, even after getting into the detector, not all γ-quanta are recorded. For γ-spectrometry it is very 
important that the γ-quanta lose all their energy in the sensitive area of the detector and are registered in 
the peak of total absorption. Errors related to this process are not less than 1%. 

The most important characteristics of γ-spectrometer, determining its efficiency, are the light output 
and energy yield of scintillators. Many different scintillators have been created. Table 3 lists the properties 
of some commonly used scintillators including CsI (TI), which was used in this experiment. 

 
Table 3 – Comparative characteristics of some scintillators 

 
Scintillator light yield 

ϰ (%) 
energy yield 

η 
density 
ρ (g/cm3) 

Zaverage t(t1) (ns) λmax 
nm 

hλmax 
(eV) 

refraction 
index 

Anthracene 
(С14Н10) 

100 0.034 1.25 3.9 30(2) 447 2.77 1.62 

Stilbene 
(С14Н10) 

50 0.030 1.16 4 4.5(0.1) 410 3.03 1.626 

NE-102A, 
plastic 

65 0.01 1.032 ~ 5 2.4(0.6) 423 2.93 1.58 

NaI(T1) 230 
(anthr.) 

100 

0.16±0.01 3.67 ~ 32 230(6) 415 2.99 1.85 

CsI(T1) 171 0.06 4.51 ~ 54 680(64%) 
3.34(36%) 

(22) 

540 2.30 1.80 

BGO 
(Bi4Ge3O12) 

22 0.013 7.13 30 300 480 2.58 2.15 

 
To determine the efficiency of the spectrometer, ideally calibrated springs were used. In such 

measurements, measures were taken to reduce the possibility of errors due to the measurement technique: 
the error in the geometric reproducibility of measurement conditions was reduced to 0.1%. 

Usually, to determine the efficiency, a set of standard reference sources of γ-radiation and reference 
radio nuclides with a set of γ-lines of different energies Еi (such as 152Eu, 133Ba, 137Cs and 241Am), for 
which the initial specific activity А0 (this specific activity is determined for the moment of 
manufacturing), are used. In our case, as the referenceγ-source 60Co and 137Cs were used. 

The efficiency of registration of γ-radiation with energy Ei in predetermined conditions (geometry, 
sample) is determined by the formula: 
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where A0

tk is the certified value of the specific activity of the source at the time of measurement; q is 
the output of γ-quanta per one beta decay; t is the time of measurement; m is the mass of the source; Ni is 
the number of counts in the spectrum during the time interval t; Кс is the self-absorption coefficient for 
radiation. 

Usually ε(Ei) and Кс(Ei) are determined together experimentally: 
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A0

tk  for a concrete measurement is equal to: 
 

  2/1000 /)(693.0exp TttAA k
tk  ,          (7) 

 
where А0 is the specific activity at the time of certification; (t0 – tк) is the time elapsed since the 

certification before the measurement; Т1/2 is the half-life. 
In our case, the efficiency of detection of γ-quanta was 80%. 
Error in determining the target thickness 
The success of the experiment on studying nuclear reactions depends on the properly selected 

targets. The most important requirement for the quality of the target is its thickness, uniformity 
and isotopic enrichment. 

Determination of the reduced number of target nuclei depends on the target thickness. The error in 
determining the thickness of the target is caused by the instrumental error of the instruments used in 
measurements. To measure the thickness of the target, we used non-contact measuring instrument CHY-
CB for thickness measurements with the instrumental error of 3%. 

We used self-supporting targets from 28Si with a thickness (500 ± 0.55) mm (Table 2), which 
simultaneously played the role of detectors, and passive targets of 9Be, 59Co and 181Ta with thicknesses 
(200 ± 8), (65 ± 2.6) and (100 ± 4) mm, respectively. 

The errors caused by the target uncertainty are 0.1, 8, 4, and 2.6% for 28Si, 9Be, 59Co and 181Ta, 
respectively. 

Thus, the main contribution to the TRC errors is made by statistical errors; errors caused by the 
efficiency of detectors; as well as errors in the determination of thicknesses of targets and detectors. 

The statistical errors introduced by the data collection system are small (Table 1) compared to other 
values. 

 
Errors in determining energy values 
The second important quantity in the experiments on determination of TRC values is determination of 

the error in the energy of incident and registered the secondary particles. 
Errors in the determination of energy values are caused by two factors: 
1) The initial energy spread of particles incident on the telescope. 
Figure 3 shows a typical example of the energy resolution for the secondary beam of 6He ions with an 

average energy equal to 100 MeV, which was determined by the energy losses in the detectors, in which 
the cross section was measured. 
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Figure 3 –A one-dimensional spectrum of the total energy loss of particles in the telescope detectors 

 
Consider an example of finding the errors in determining energy. For this purpose let us use the data 

on the parameters of the primary beam in the given experiment (Table 4). 
 

Table 4 – Parameters of the 11B
3+-primary beam  

 
Parameter Value 

Date (19.02.2014 – 20.03.2014) 
Average flux on the target, nA 500.0 
Beam energy, MeV/nucleon 40.0 
Pure time of target irradiation, hours 655 
Frequency, MHz F = 15.01 
Harmonic n = 2 
Magnet current, A 1893.90 
  
Date (14.01.2016 – 28.01.2016) 
Average flux on the target, nA 200.0 
Pure time of target irradiation, hours 178 

 

Let an ion beam with the energy of E = (100 ± 0.7) MeV, with the lowest energy of ions E1 equal to 
99.3 MeV and the maximum Е2 = 100.7 MeV (energy value at the half maximum of the energy 
distribution) fall on the telescope. Suppose that the third telescope detector is used as a target, i.e. the 
detector in which the reaction cross sections are determined (see Figure 4). 

 

 
 

Figure 4 – An example of finding errors in the determination of ion energy 
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After the first two detectors the average energy of ions, as a result of ionization losses, decreased to 
93.5 MeV. The minimum ion energy became equal to 92.8 MeV, and the maximum – 94.3 MeV. 

After passing through the target detector the average energy of ions became equal to 84.3 MeV, the 
minimum energy – 83.5 MeV, the maximum – 85.1 MeV. 

The difference between the maximum energy of ions before hitting the target and the minimum 
energy after its passage determines the energy error. This value was on average equal to 10%. 

Thus, the total value of the TRC error is on average ∆σR ≈ (5 – 8) %. The error in the determination of 
the incident particle energy is on average 10%. 

 
Conclusion 
 
When measuring the TRC values and in determining the beam particle energy, statistical and 

systematic errors are always present experimentally. The former depend on the data collected, the latter on 
the components of the experimental setup. A thorough study of the equipment and components used, such 
as targets and detectors, makes it possible to evaluate and minimize the effect of systematic errors. In the 
given example, the best value of the total error of the TRC value is, on the average, ∆σR ≈ (5-8) %. The 
value of the total error in determining the energy of the incident particles is higher and averaged 10%. 
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ПОГРЕШНОСТИ ВЕЛИЧИН ПОЛНЫХ СЕЧЕНИЙ РЕАКЦИЙ И ЭНЕРГИЙ НАЛЕТАЮЩИХ 

ЧАСТИЦ  ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ МОДИФИЦИРОВАННОЙ ТРАНСМИССИОННОЙ МЕТОДИКОЙ 

 
Аннотация. При определении величин полных сечений реакций и энергии частиц пучка слабосвязан-

ных ядер, всегда присутствуют статистические и систематические погрешности. Первые зависят от 
набранных данных, вторые – от компонентов экспериментальной установки. Тщательное изучение 
используемого оборудования и компонентов, таких как мишени и детекторы, дает возможность оценить и 
минимизировать влияние систематических погрешностей. 

В данной статье впервые подробно представлены указания и основные принципы в определении 
погрешностей в полных сечениях реакций и энергии пучка в ходе эксперимента, а также продемонстриро-
вано определение их погрешностей в конкретном эксперименте. 

Ключевые слова: Статистические и систематические погрешности, полное сечение реакции, γ-
спектрометр. 
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ӨЛШЕУ КЕЗІНДЕГІ МОДИФИКАЦИЯЛАНҒАН ТРАНСМИССИОНДЫ ƏДІС НЕГІЗІНДЕ – 
РЕАКЦИЯЛАРДЫҢ ТОЛЫҚ ӨЛШЕМДЕРІНІҢ ҚАТЕЛІКТЕРІН ЖƏНЕ ҰШЫП КЕЛУШІ 

БӨЛШЕКТЕРДІҢ ЭНЕРГИЯСЫ АНЫҚТАУ 
 
Жұмыста ядролары əлсіз байланысқан бөлшек шоқтарының энергиясы  жəне реакциялардың толық 

қимасының өлшемдерін анықтау барсысында статистикалық жəне жүйелік қателіктері анықталған болатын. 
Біріншісі терілген мəліметтерден, ал екіншісі – эксперименттік  қондырғы кұраушыларынан тікелей тəуелді. 
Қондырғыны жəне оның құраушыларын толық зерттеу, мəселен  нысана жəне детектор сияқты бөлшектерін 
зерттеу жүйелік қателіктерді азайтуға мүмкіндік береді. 

Жұмыста алғаш рет  эксперимент кезінде реакциялардың толық қимасының жəне бөлшек шоқтарының 
энергиясының қателіктерін анықтаудың, сонымен қатар белгілі бір экспериментте қателіктердің анықтал-
ғаны көрсетілген. 

Тірек сөздер: статистикалық жəне жүйелік қателер, реакция толық қимасы, γ-спектрометрі. 
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PHENYLALANINE COMPLEX  
WITH IODINE AND ITS STRUCTURE 

 
Abstract. This report describes synthesis and structural characterization of the phenylalanine·iodine complex 

monocrystal in acetone. Crystals of the substance exhibited a rhombic syngony and were stable at a temperature of 
25 °C. As a result, a new compound α,α'-di-amino-β,β'-diphenylpropionic acid monoiodide has been obtained. X-ray 
diffraction analysis showed that dimers of phenylalanine molecules (C18H23N2O4) are formed due to hydrogen bonds 
between the oxygen atoms of carboxyl groups. The hydrogen bonds between the amino groups and iodide form the 
layers parallel to the (001) plane and these molecular layers are bound to a three-dimensional structure via the van 
der Waals forces. 

Keywords. Phenylalanine, iodine, halogen, hydrogen bonds, amino acid complex with iodine.  
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КОМПЛЕКС ФЕНИЛАЛАНИНА 
С ИОДОМ И ЕГО СТРУКТУРА 

 
Аннотация. В статье описывается синтез и структурный  анализ монокристалла комплекса фенилала-

нин·иод в ацетоне. Кристаллы вещества имели ромбическую сингонию и были стабильны при температуре 
25 оС. В результате получено новое соединение α,α’-ди-амино-β,β’-дифенил-пропионовой кислоты моно-
иодид. Рентгенрструктурными исследованиями показано, что димеры молекул фенилаланина (C18H23N2O4) 
образуются за счёт водородных связей между атомами кислорода карбоксильных групп. Водородные связи 
между аминогруппами и иодидом образуют слои параллельно плоскости (001) и эти слои молекул связы-
ваются в трехмерную постройку силами Ван-дер-Ваальса.  

Ключевые слова. Фенилаланин, иод, галоген, водородные связи, комплекс аминокислоты с иодом.  
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Введение 
Иод, в сравнении с другими галогенами – фтором, хлором и бромом обладает рядом 

отличительных свойств. Прежде всего, в твердом состоянии в молекуле иода межатомное 
расстояние больше, чем в газообразном состоянии. Этого не наблюдается ни у хлора, ни у брома. 
В силу большого размера анион иода – иодид имеет малую поверхностную плотность заряда, 
вследствие чего распределение заряда может искажаться под действием некоторых катионов (Li+, 
Mg2+, Fe3+ и т.д.) и уже не может рассматриваться как сферически-симметричное [1]. Высокая 
поляризуемость иода наряду с невысокой электроотрицательностью, в сравнении хлором и 
бромом, позволяет образовывать разнообразные соединения по типу переноса заряда, донорно-
акцепторного взаимодействия, гидрофобного взаимодействия, водородных и галогенных связей 
[2,3]. Эти свойства иода дают возможность разрабатывать разнообразнейшие вещества и 
материалы, например лекарственные препараты [2], сверхпроводники [4], нелинейные оптические 
кристаллы [5]. Иод образует комплексные соединения с органическими веществами и 
интергалогенные соединения, включая полииодиды [6-9]. Особый интерес представляют 
соединения иода с аминокислотами [10]. Целью исследования являлся синтез комплекса 
фенилаланина и иода и определение его структуры методом рентгеноструктурного анализа. 

Экспериментальная часть 

Синтез комплекса фенилаланин·иод. Ацетон (Sigma, США) и иод (Реахим, Россия) смешивали 
в молярном соотношении 34:1 при температуре 60-65 оС для получения иодоводорода: 

 H3CCOCH3 + I2 → CH2ICOCH3 + HI  (1) 

Затем добавляли фенилаланин и медленно испаряли ацетон. По мере испарения ацетона 
достаточно продолжительное время образовывались кристаллы черного цвета. Полученные 
кристаллы имели ромбическую сингонию и были устойчивы при температуре 25 оС. Химическую 
формулу данного соединения можно представить, как: 2C9H11NO2·HI, а реакцию образования: 

 2С9H11NO2 + HI → [H(C9H11NO2)2I] (2) 

 
Таблица 1 – Кристаллографические данные комплекса 2(C9H11NO2)·HI 

 
Формула 2(C9H11NO2)·HI 
Молекулярный вес 458.28 
Сингония; Пространственная группа Ромбическая; P212121 
Параметры решетки а, Ь, с [А] 5.3059(11);12.265(3); 29.585(6) 
alpha, beta, gamma [deg] 90.0; 90.0; 90.0 
V [A]3 ;           Z 1925.3(7); 4 
D(calc)[g/cm3]; F(000) 1.581; 920 
Mu(MoKa) [ mm"1 ] 1.687 
Размеры кристалла [mm] 0.02 х 0.08 х 0.28 
Измерения 
Температура (К); Излучение [А] 200; МоКа; λ=0.71073 
6min;6max[Deg] 1.4, 30.0 
Область измерений 0: 7;-17: 17; 0:41 
Число рефлексов изм., независимых, R(int) 6498, 5612, 0.048 
Наблюдаемые рефлексы [I>2.0 sigma(I)] 3154 
Уточнение 
Число рефлексов, Число параметров 5612, 247 
R, wR2, S 0.0616, 0.1304, 0.81 
Max. and Av. Shift/Error 0.00, 0.00 
Flack x 0.00(4) 
Min. and Max. Resd. Dens. [e/A3] -0.69, 0.85 

 
Рентгеноструктурный анализ (РСА). Монокристаллический образец игольчатого вида разме-

рами порядка 0.02 х 0.08 х 0.28 мм помещали в стеклянный капилляр и фиксировали стеклянной 
палочкой. Для предотвращения разрушения кристаллов под действием тепла и рентгеновских 
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лучей дифракционные измерения проводили при низких температурах. Низкие температуры на 
образцах поддерживались низкотемпературной приставкой фирмы «Enraf-Nonius» парами азота с 
точность ±1 оС. Дифракционные измерения проводили при комнатной температуре на автодифрак-
тометре Enraf-Nonius CAD-4 (графитовый монохроматор, Мо-Кα излучение, θ/2θ-сканирование). 
Параметры ромбической элементарной ячейки определены и уточнены по 24 рефлексам с 
12<θ<13. Учет поглощения проведен по методу пси-сканов [11]. Структура расшифрована прямым 
методом. Координаты всех атомов водорода определены по геометрическим расчетам. Структура 
уточнена полно матричным МНК в анизотропном приближении для не водородных атомов и 
изотропном – для атомов водорода. Координаты атомов водорода групп NH3 и OH уточнены 
свободно, а координаты остальных атомов водорода уточнены по модели «наездника» со 
следующими условиями: длина связей C-H=0.98Å, 0.97Å, 0.93Å и Uiso(H)=1.5Ueq(C) для CH, CH2 и 
фенильных групп соответственно. Все структурные расчеты проведены по комплексу программ 
SHELXTL [12].  

Основные кристаллографические данные и параметры эксперимента приведены в Таблице 1, а 
полная кристаллографическая информация исследованного соединения была депонирована в 
Кембриджском банке структурных данных под номером CCDC 1036670. 

Результаты и их обсуждение 

Структура комплекса 2(C9H11NO2)·HI определённая методом РСА, представлена на Рисунке 1. 
Независимая часть элементарной ячейки содержит две молекулы фенилаланина (C9H11NO2), и 
один анион I-. 

 
Рисунок 1 -  Атомная модель структуры C18H23N2O4I (эллипсоиды анизотропных тепловых колебаний нарисованы на 

уровне 50%-ой вероятности) 
 
При этом две молекулы фенилаланина связываясь водородной связью О25-H25…О5 (Таблица 

2) образуют димер (C18H23N2O4) (Рисунок 1).  
 

Таблица 2 – Водородные связи в структуре 2(C9H11NO2)·HI 
 

D Н А D-H Н-А D-A D-H-A 

N2 H2A O24 0.92(4) 1.87(4) 2.778(7) 168(5) 

N2 H2B I1 0.92(7) 2.81(8) 3.642(6) 151(7) 

N2 H2C I1 0.92(8) 2.79(8) 3.575(6) 144(8) 

N22 H22B O4 0.93(4) 1.83(4) 2.760(7) 173(3) 

N22 H22A I1 0.93(8) 2.77(8) 3.602(6) 149(7) 

N22 H22C I1 0.93(6) 2.75(8) 3.616(6) 158(7) 

O25 H25 O5 0.88(9) 1.66(9) 2.423(6) 144(8) 
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В трехмерной упаковке кристаллической структуры димеры (C18H23N2O4) образуют 
бесконечный двухмерный слой параллельно плоскости (001) за счёт водородных связей между 
аминогруппами и иодидом (Рисунок 2). В трехмерной постройке кристаллической структуры 
взаимодействие между слоями в основном описываются силами Ван-дер-Ваальса. 

 

 
a 

 
b 

 
c 

 
d 

 
Рисунок 2 - Кристаллическая структура C18H23N2O4I, атомы иода пурпурного цвета, углерода – серые, азота – синие, 
кислорода – красные и водорода – зелёные, водородные связи показаны зелеными прерывистыми линиями: (a) - 
перспективный вид структуры; (b) – проекция структуры на (100); (c) - проекция структуры на (010); (d) проекция 

структуры на (001). 
 
Таким образом, в реакции иода с фенилаланином в ацетоне образуется комплекс α,α’-ди-

амино-β,β’-дифенилпропионовая кислота моноиодид. Атомы иода являются акцептором 
водородной связи, образованной с аминогруппами фенилаланинов по типу: 

 

N – H···X- 
где, X = F, Cl, Br и I 

 

Усреднённая и нормализованная длина водородной связи H…X- составляет 0.83 и, будучи 
меньше среднего значения 0.873 [13], рассчитанного по известным структурам, указывает на 
сильную водородную связь. 
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Полученный комплекс имеет отличие от других координационных соединений иода с 
аминокислотами [10] или другими биологически активными веществами [14] с переносом заряда 
по типу: 

 

 nАминокислота + I2 + KI → [(Аминокислота)nK]+·I3
- (3) 

 
где, n ≥1 

 
Иодид способствует димеризации фенилаланинов инициируя образование водородной связи 

между парами молекул аминокислоты. Как известно, многомерные структуры, образованные 
водородными связями между биологическими молекулами, играют большую роль – от 
метаболических превращений до реализации генетической информации, закодированной в ДНК 
[15,16]. Велика роль ионов галогенов в стабилизации действия реактивного центра ферментов. 
Например, анион хлора активирует α-амилазу животных и некоторых бактерий путем образования 
водородной связи с аминогруппой аргинина [17]. Аналогично действует хлорид на катепсин С 
[18]. Поэтому, интерес к галогенам, как к акцепторам водородной связи весьма высок.  
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ИОД ЖƏНЕ ОНЫҢ ҚҰРЫЛЫМЫМЕН ФЕНИЛАЛАЛИННІҢ КЕШЕНІ КОМПЛЕКС 
ФЕНИЛАЛАНИНА С ИОДОМ И ЕГО СТРУКТУРА 

 
Аннотация. Мақалада ацетонда фенилаланин-иод кешенінің монокристаллды алу жəне синтезі сипатта-

лады. Заттың кристалы ромбылық сингониясы болды жəне 25 оС температурада тұрақты болды. Нəтиже-
сінде α,α’-ди-амино-β,β’-моноиодид дифенилпропионды қышқылының жаңа қосылысы алынды. Рентгендік 
құрылымдық зерттеулерімен фенилаланиннің молеклалар диметрлері (C18H23N2O4) карбоксил топтарының 
оттегі атомдар арасындағы сутектік байланыс салдарынан пайда болатынын көрсетті. Амин топтары мен 
иодид арасындағы сутектік байланыс паралелль жазықтық қатпары пайда болып, осы молекулалар қатпар-
лары Ван-дер-Ваальс арқылы үш өлшемді құрылысын байланыстырады. 

Түйін сөз. Фенилаланин, иод, галоген, сутектік байланыстар, иодпен амин қышқылы кешені.  
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EFFECT OF MAGNETIC FIELD ON DIFFUSION COEFFISIENTS  
OF THE THREE-DIMENSIONAL YUKAWA SYSTEMS 

 
Abstract. In this paper the results of the theoretical investigations of the influence of the magnetic field on the 

diffusion coefficient. The method of molecular dynamics was used to solve the Newtonian equations of the motion. 
The external magnetic field introduces anisotropy into the system, as a result of which the diffusion of charged 
particles depends on the direction. We presented here the results of calculating the diffusion coefficient along and 
across the magnetic field. The results are obtained for wide ranges of the system parameters. 

Key words: dusty plasma, diffusion coefficients, means squared displacements, magnetic fields 
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ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА КОЭФФИЦИЕНТ 
ДИФФУЗИИ ТРЕХМЕРНОЙ ЮКАВА СИСТЕМЫ 

 
Аннотация. В данной работе показаны результаты исследований коэффициента диффузии частиц трех-

мерной Юкава системы во внешнем однородном магнитном поле на основе компьютерного моделирования 
методом молекулярной динамики. Внешнее магнитное поле вносит анизотропию в систему, вследствие чего 
диффузия заряженных частиц зависит от направления. Мы представили здесь результаты вычислений коэф-
фициента диффузии вдоль и поперек магнитному полю. Результаты получены в широком диапазоне измене-
ния параметров системы.  

Ключевые слова: пылевая плазма, коэффициент диффузии, среднеквадратичное смещение частиц, маг-
нитное поле. 

 
Введение.  
Исследование влияния внешнего однородного магнитного поля на динамические и транспорт-

ные свойства ансамбля заряженных частиц является одной из важных задач для широкого спектра 
физических систем. Большой интерес представляет диффузия частиц сильно связанной системы, в 
которой энергия кулоновского взаимодействия превышает кинетическую энергию частиц. В 
астрофизике, например, коэффициент диффузии сильно связанных ионов напрямую влияет на 
оценки возраста белых карликов через временные шкалы гравитационного высвобождения 
энергии [1]. Недавние эксперименты с ионами, а также с пылевыми частицами в ловушках дали 
новые результаты по микроскопическому движению заряженных частиц в сильном магнитном 
поле.  
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Основной задачей данной работы является исследование влияния как сильной связи, так и 
сильного магнитного поля на транспортные свойства трехмерной Юкава системы. Коэффициент 
диффузии частиц данной системы был вычислен на основе метода среднеквадратичного смещения 
частиц, расположенных в трехмерном пространстве и подвергающихся влиянию внешнего 
однородного магнитного поля, которое направлено вдоль оси z . Компьютерное моделирование 
движения пылевых частиц было проведено с помощью решения уравнений движения Ньютона в 
рамках взаимодействия Юкава. Во второй части работы описывается метод, модель и процедура 
вычисления. Результаты представлены в третьей, а выводы в четвертой части работы. 

Метод моделирования. Для исследования влияния магнитного поля на частицы плазмы 
сложного состава был использован метод молекулярной динамики. В качестве межчастичного 
потенциала взаимодействия частиц был взят потенциал Юкава:  
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где Q  - заряд частиц и D  - Дебаевская длина экранировки. Соотношение межчастичной 

потенциальной энергий и тепловой энергий выражается через параметр связи:  
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здесь T -температура, 
1/3(3 / 4 )a n  - трехмерный радиус Вигнера-Зейтца и n  - плотность 

частиц. 
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

однородно, величина магнитного поля выражается с помощью 

безразмерного параметра: 
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где /c QB m   - циклотронная и 2
0/p nQ m   - плазменная частота. Параметр магнит-

ного поля, параметр связи   и параметр экранировки / Da   полностью характеризуют 

систему. 
Для реализации метода молекулярной динамики все пространство разбивается на равные 

ячейки (куб), и предполагается, что магнитное поле однородно и направлено перпендикулярно 
вдоль оси z . Одна из ячеек считается базовой, остальные – копии (реплики). Конфигурации 
частиц базовой ячейки повторяются во всех остальных ячейках. На базовую ячейку и на реплики 
были наложены периодические граничные условия [2-5], количество частиц в ячейке бралось 
равным 1000N  . Начальное распределение компонент координат и скоростей частиц берется 
случайным, однако компоненты скоростей должны быть распределены по гауссовскому закону с 
заданной температурой. На первом этапе моделирования система должна перейти в равновесное 
состояние, что происходит достаточно быстро. Так как моделирование проводится для 
канонического ансамбля, используется термостат для поддержания постоянной температуры. 
После того, как в системе достигается равновесие, начинается сбор данных о скоростях и 
координатах частиц, эти данные необходимы для дальнейших вычислений.  

Сильное магнитное поле существенно меняет свойства диффузии слабо связанной плазмы. Из 
равновесной динамики системы вычисляется поперечный и параллельный коэффициент диффузии 
[6] с помощью соотношения Эйнштейна на основе среднеквадратичного смещения частиц: 
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Скобки ... в уравнениях (6) и (5) означают усреднение по ансамблю всех частиц. 

Результаты.  
Результаты исследования влияния внешнего однородного магнитного поля и сильной связи на 

динамические свойства системы, а именно на среднеквадратичное смещение частиц представлено 
на рисунке 1. Как можно заметить, с увеличением параметра магнитного поля появляются 
осцилляции на кривых поперечного среднеквадратичного смещения, что свидетельствуют о 
циклотронном движение частиц. Также с увеличением связи в системе уменьшается 
среднеквадратичное смещение частиц.  
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Рисунок 1 - Среднеквадратичное смещение частиц для разных значений параметра связи при 1, 1.0    
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На рисунке 1 представлена зависимость коэффициента диффузии от параметра связи и от 
параметра магнитного поля при фиксированных параметрах системы. Как видно из рисунка 
осцилляции на кривых среднеквадратичного смещения частиц параллельно направлению 
магнитного поля не так сильно выражены, как в случае перпендикулярного направления. 
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Рисунок 2 – Зависимость коэффициента диффузии от параметра магнитного поля  
при разных значениях параметра магнитного поля 

 
Рассматривая зависимость коэффициента диффузии от параметра связи при разных значениях 

параметра магнитного поля (рисунок 2 (с,d)) можно заметить что, увеличение параметра связи 
приводит к монотонному снижению как коэффициента диффузии как поперек, так и параллельно 
направлению магнитного поля, однако в первом случае снижение более сильное чем во втором. 
Это поведение можно также отметить на зависимостях коэффициента диффузии от параметра 
магнитного поля при разных значениях параметра связи (рисунок 2 (а,b)).  

 
Заключение.  
Было исследовано влияние внешнего магнитного поля и сильной связи на среднеквадратичное 

смещение частиц и коэффициент диффузии трехмерной Юкава системы с помощью метода 
компьютерного моделирования молекулярной динамики. Показано, что с учетом влияния 
внешнего однородного магнитного поля на кривых среднеквадратичного смещения частиц 
появляются осцилляции, свидетельствующие о циклотронном движении частиц. Увеличение, как 
параметра связи, так и параметра магнитного поля приводит к монотонному снижению 
коэффициента диффузии, более выраженному в случае поперечного направления к магнитному 
полю по сравнению с параллельным направлением.  
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STUDY ON EVENTS WITH COMPLETE DESTRUCTION  
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Abstract. The characteristics of the events with the complete destruction of the projectile nucleus in the 

interactions of asymmetric nuclei are investigated. For the experimental study of nucleus-nucleus interactions, the 
method of nuclear emulsion is used. The search for the events with complete destruction of the projectile nucleus is 
based on an analysis of the distributions of secondary particles in terms of the number of interacted protons of the 
projectile nucleus. In the interactions of sulfur nuclei with heavy photoemulsion nuclei at 200 AGeV an anomalously 
high number of events with complete destruction of the projectile nucleus, is observed. They have the following 
distinctive features. The appearance of such events depends on the interaction energy (they are not found in the 
interactions of sulfur nuclei with the emulsion nuclei at 3.7 АGeV) and on the degree of asymmetry of the 
interacting nuclei (they are not found in interactions of heavy nuclei of gold and lead in interactions with nuclear 
emulsion). The events of complete destruction of the projectile nucleus are characterized by a high multiplicity of 
shower particles and narrow mean angular distribution at large angles (a narrow peak in the region of small values of 
mean pseudorapidity). 

Key words: nucleus-nucleus interactions, multiparticle processes, fragmentation, nuclear emulsion, 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОБЫТИЙ ПОЛНОГО РАЗРУШЕНИЯ ЯДРА 
СНАРЯДА ВО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ АСИММЕТРИЧЕСКИХ ЯДЕР 

 
Аннотация. Проведено исследование характеристик событий с полным разрушением ядра снаряда во 

взаимодействиях асимметрических ядер. Для экспериментального исследования ядро-ядерных взаимодей-
ствий в данной работе применен метод ядерной эмульсии. Поиск событий полного разрушения основан на 
анализе распределений вторичных частиц по числу провзаимодействовавших протонов ядра снаряда. 
Обнаружено, что во взаимодействиях ядер серы с тяжелыми ядрами фотоэмульсии при энергии 200 АГэВ 
наблюдается аномально высокое количество событий полного разрушения ядра снаряда. Эти события имеют 
следующие отличительные особенности. Появление таких событий зависит от энергии взаимодействия (не 
обнаруживается во взаимодействиях ядер серы с ядрами фотоэмульсии при энергии 3.7 АГэВ) и степени 
асимметрии взаимодействующих ядер (не обнаруживается во взаимодействиях тяжелых ядер золота и 
свинца во взаимодействиях с ядерной эмульсией). События полного разрушения налетающего ядра харак-
теризуются высокой множественностью ливневых частиц и усконаправленным средним угловым распреде-
лением на большие углы (узким пиком в области малых значений средней псевдобыстроты) . 

Ключевые слова: ядро-ядерные взаимодействия, множественные процессы, фрагментация, ядерная 
фотоэмульсия, псевдобыстротные распределения. 
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Введение 

Поиск фазового перехода вещества из адронного состояния в кварк-глюонную плазму (КГП) 
составляет одну из ключевых проблем физики высоких энергий [1-4]. В ядерной материи в 
состоянии кварк-глюонной плазмы кварки и глюоны находятся в квазисвободном состоянии, то 
есть наблюдается процесс деконфайнмента. Экспериментально процесс деконфайнмента  может 
быть обнаружен по общему признаку фазовых переходов – усилению флуктуаций параметров 
исследуемой системы вблизи точки ожидаемого фазового перехода. В частности фазовый переход 
кварк-глюоной фазы к адронной фазе приводит к существенным флуктуациям в распределениях 
вторичных частиц [5-6]. 

Сложность идентификации формирования кварк-глюонной плазмы связана главным образом с 
тем, что КГП образуется на большом фоне, обусловленном обычными процессами сильного 
взаимодействия [7]. 

В связи с этим, для поиска экспериментальных проявлений процессов деконфайнмента в 
первую очередь исследуются взаимодействия с характеристиками, существенно отличными от 
среднего: события с большими множественностями и с большими поперечными импульсами ВТО-
ричных частиц, с высокой плотностью частиц на единичный интервал распределения по псевдо-
быстроте, события полного разрушения ядра снаряда или ядра мишени и т.д. [8]. 

Неоднозначность начального состояния, о котором обычно очень мало прямой эксперимен-
тальной информации, также приводит к существенным особенностям в распределении фрагментов 
и множественности ливневых частиц [9]. 

В данной работе анализируются особенности распределений вторичных частиц в событиях 
полного разрушения налетающего ядра в  терминах числа провзаимодействовавших протонов ядра 
снаряда. 

Экспериментальные данные 
Анализируемый набор включал экспериментальные данные EMU-01 коллаборации: взаимо-

действия ядер серы 32S с энергией 200 АГэВ и 3.7 АГэВ, ядер золота 197Аи с энергией 10.7 АГэВ и 
ядер свинца 208Pb с энергией 158 АГэВ с ядрами фотоэмульсии.  

Стопки ядерной эмульсии Em типа NIKFI BR-2, размером (10 х 20 х 0.06) см3 облучались 
горизонтальным пучком  200 АГэВ 32S и 158 АГэВ 208Pb на ускорителе SPS в Европейском центре 
ядерных исследований (СЕRN),  пучком 10.7 АГэВ 197Аи на ускорителе AGS Брукхевенской 
национальной лаборатории США (ВNL) и пучком 32S 3.7 АГэВ на синхрофазотроне ОИЯИ [10-
12]. 

Метод ядерной эмульсии по сравнению с подходами, исследующими взаимодействия 
встречных пучков ядер, является наиболее информативным. Ядерная фотоэмульсия имеет  
высокую пространственную разрешающую способность, позволяет наблюдать акт соударения в 
4�-геометрии эксперимента [13]. 

Классификация вторичных частиц проводилась согласно общепринятым в фотоэмульсионной 
методике критериям: b-частицы – фрагменты ядра мишени с кинетической энергией на нуклон  
Eкин < 26 МэВ и пробегом R < 3мм; g-частицы – это в основном протоны отдачи с относительной 
ионизацией J/J0 > 1.4 (где J0 – минимальная ионизация, соответствующая однозарядным 
фрагментам ядра снаряда), с кинетической энергией 26  Eкин  400 МэВ и пробегом R > 3мм;               
h-частицами называется совокупность сильноионизирующих g- и b-частиц (Nh=nb+ng) ; s-частицы 
– ливневые частицы, в основном пионы и провзаимодействовавшие протоны ядра снаряда с 
относительной ионизацией J/J0 < 1.4 и с кинетической энергией  Eкин > 400 МэВ; b-частицы – 
фрагменты ядра снаряда, треки которых находятся внутри конуса с углом раствора кр, 
удовлетворяющим соотношению sinкр = 0,2 ГэВ/P0, где P0 – первичный импульс на нуклон 
налетающего ядра. 

Результаты и обсуждение 

В центральных взаимодействиях по сравнению с периферическими в процессе взаимодействия 
участвует большее число нуклонов сталкивающихся ядер, и реализуются большие передачи 
энергии-импульса, что в свою очередь, приводит к образованию большего числа ливневых частиц 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
32  

и уменьшения числа спектаторных фрагментов и их суммарного заряда. Для оценки числа 
провзаимодействовавших нуклонов ядра снаряда используется вспомогательная величина                 
υ=A-A/npQ, где A и np – атомный вес и число протонов ядра-снаряда, а Q=∑Zf – сумма зарядов всех 
образовавшихся фрагментов налетающего ядра. Для оценки числа провзаимодействовавших 
протонов используется величина ng’   =   np /A. 

На рисунке 1 представлено распределение неупругих событий по числу провзаимодейст-
вовавших протонов ядра снаряда для взаимодействий ядер серы с ядрами фотоэмульсии при 
энергии 200 А ГэВ и 3.7 А ГэВ.  

 
                                 а)                                                                       б) 

 
 

а) – S+Em  200 А ГэВ; б) – S+Em  3.7 А ГэВ 
 

Рисунок 1 – Распределение по числу провзаимодействовавших нуклонов ядра снаряда ng’ для взаимодействий серы с 
ядрами фотоэмульсии при энергиях 200 А ГэВ и 3.7 А ГэВ с числом ливневых частиц ns>0. 

 
Как видно из рисунка 1а, во взаимодействиях S+Em  200 А ГэВ наблюдается корытообразное 

распределение с увеличенным числом событий в области как малых, так и больших значений ng’. 
При этом, в области малых значений ng’ увеличение вероятности событий объясняется существо-
ванием довольно большого количества периферических взаимодействий. В области больших ng’ 
наблюдаются события полного разрушения налетающего ядра. Исследование характеристик таких 
событий и является целью данного исследования.   

 Прежде всего, хотелось бы обратить внимание, что событий полного разрушения ядра 
снаряда довольно много во взаимодействиях S+Em  200 А ГэВ. Количество таких событий 
составляет около 18 процентов от общего числа взаимодействий. При этом в области ng’ ≥ 15 
наблюдается существенное увеличение числа событий по сравнению со средним значением в этой 
области.    

Однако, при более низких энергиях во взаимодействиях серы с ядерной эмульсией (S+Em  3.7 
А ГэВ), как видно из рисунка 1б, никакого роста числа событий полного разрушения налетающего 
ядра не обнаруживается. Таким образом, вероятность появления таких событий критически 
зависит от энергии первичного ядра.  

На рисунке 2 представлены распределения по числу провзаимодействовавших нуклонов ядра 
снаряда для взаимодействий золота Au  с энергией 10.7 А ГэВ и ядер свинца Pb с энергией 158 А 
ГэВ с ядрами фотоэмульсии.  
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                                   а)                                                                б) 

 
а) – Au+Em  10.7 А ГэВ; б) – Pb+Em  158 А ГэВ 

 

Рисунок 2 – Распределение по числу провзаимодействовавших протонов ядра снаряда ng’ для взаимодействий ядер 
золота Au  с энергией 10.7 А ГэВ и ядер свинца Pb с энергией 158 А ГэВ с ядрами фотоэмульсии 

 
Как видно из рисунка 2, рост числа событий полного разрушения ядра снаряда не обнаружи-

вается. 
Таким образом, или критичным является различие энергии между энергией свинца 158 АГэВ и 

серы 200 АГэВ, или на рост вероятности появления событий полного разрушения ядра снаряда 
влияет не только энергия взаимодействия, но и размеры налетающего ядра.  Для проверки этой 
гипотезы рассмотрим взаимодействие S+Em 200 А ГэВ более подробно. А именно, взаимодей-
ствия ядер серы с тяжелыми и легкими ядрами фотоэмульсии отдельно.  

В рассматриваемых экспериментах EMU01-коллаборации  использовалась стандартная ядер-
ная эмульсия типа BR-2. Она включает в себя водород (39.2%), ядра CNO-группы (35.3%) и ядра  
AgBr (25.5%).  

Одним из наиболее оптимальных параметров для отделения событий с легкими и тяжелыми 
ядрами фотоэмульсии является зависимость числа фрагментов ядра-мишени и множественности 
nsчастиц. Эта корреляционная зависимость представлена на рисунке 3.  

 
Рисунок 3 – Зависимость числа фрагментов ядра-мишени Nh и множественности ns частиц  

для взаимодействий S+Em 200 АГэВ 
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Взаимодействия с легкими ядрами фотоэмульсии в данном случае ограничены  условием                
Nh ≤8, что соответствует заряду самого большого из легких ядер фотоэмульсии – ядра кислорода. 
Использование этого факта позволяет отделять большинство Au+AgBr событий, от Au+CNO  
событий. 

Итак, для выяснения особенностей влияния параметров асимметричности (относительных 
размеров) взаимодействующей системы на вероятность появления событий полного разрушения 
налетающего ядра мы рассмотрели события с Nh ≤8 и с Nh >8. 

Результаты анализа представлены на рисунке 4. Причем для сравнения представлены взаимо-
действия S+Em  и с энергией налетающего ядра 200 А ГэВ и с энергией 3.7 А ГэВ   

Как видно из рисунка 4, в событиях с Nh≤8 распределения по ng’ подобны вне зависимости от 
энергии. Существенное отличие обнаруживается в событиях взаимодействия серы S с тяжелыми 
ядрами фотоэмульсии AgBr. При более низких энергиях наблюдается почти флетообразное рас-
пределение, а при энергиях 200 АГэВ обнаруживается существенный пик в области больших 
значений ng’.  

Для понимания отличительных особенностей событий полного разрушения налетающего ядра 
серы мы провели сравнительный анализ распределений вторичных частиц в событиях с ng’ ≤ 14 и 
ng’  15. 

Результаты сравнения по множественности линевых частиц ns, множественности фрагментов 
ядра мишени Nh и средних псевдобыстротных распределений ливневых частиц представлены на 
рисунке 5. 

Как видно из рисунка 5 все представленные графики критически отличаются друг от друга. 
Распределение по множественности линевых частиц для событий ng’ ≤ 14 сконцентрированы в 
области малых значений со средним значением ns=66.83. Средняя множественность событий              
с ng’  15 почти в 5 раз выше.  

Количество фрагментов ядра мишени в большинстве событий с ng’ ≥15 больше восьми. Таким 
образом, в основном такие события появляются во взаимодействиях серы с тяжелыми ядрами 
фотоэмульсии, что подтверждает результаты представленные на рисунке 4. 

  

 
Рисунок 4– Распределение по числу провзаимодействовавших протонов ядра снаряда ng’  

для взаимодействий  S+Em 200 А ГэВ и S+Em 3.7 А ГэВ  с различным числом фрагментов ядра мишени Nh 
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В то же время необходимо отметить, что  в событиях с ng’ ≤ 14 присутствует довольно большая 
часть взаимодействий серы с тяжелыми ядрами фотоэмульсии. Таким образом, в данном случае 
нет жесткого разделения динамики развития процесса взаимодействия по параметру асимметрии 
взаимодействующих ядер. 

Среднее псевдобыстротное распределение ливневых частиц в событиях с ng’  15 характери-
зуется узким пиком в области малых значений <>. Дисперсия распределения в данном случае  в 
2.5 раза меньше, чем для событий с ng’ ≤ 14. 

Заключение 
В заключении суммируем вышеизложенное. Во взаимодействиях ядер серы с тяжелыми 

ядрами фотоэмульсии при энергии 200 АГэВ наблюдается аномально высокое количество событий 
полного разрушения ядра снаряда, имеющие следующие отличительные особенности.  

Появление таких событий зависит от энергии взаимодействия (не обнаруживается во 
взаимодействиях ядер серы с ядрами фотоэмульсии при энергии   3.7 АГэВ) и степени асимметрии 
взаимодействующих ядер (не обнаруживается во взаимодействиях тяжелых ядер во 
взаимодействиях с ядерной эмульсией).  

 
 

Рисунок 5 – Распределение по множественности линевых частиц ns, множественности фрагментов ядра мишени Nh 
и средних псевдобыстротных распределений <>  ливневых частиц для взаимодействий  S+Em 200 А ГэВ  с различным 

числом провзаимодействовавших протонов ядра снаряда ng’ 
 
События полного разрушения налетающего ядра характеризуются высокой множественностью 

ливневых частиц и усконаправленным угловым распределением на большие углы (узким пиком в 
области малых значений средней псевдобыстроты <>). 
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АСИММЕТРИЯЛЫ ЯДРОЛАРДЫҢ ӨЗАРА ƏРЕКЕТТЕРІНДЕ СНАРЯДТЫҢ ЯДРОСЫНЫҢ 
ТОЛЫҚ ТАЛҚАНДАНУ ЖАҒДАЙЛАРЫНЫҢ  СИПАТТАМАЛАРЫН ЗЕРТТЕУ 

 
Аннотация. Асимметриялы ядролардың өзара əрекеттерінде снарядтың ядросының толық талқандану 

жағдайларының сипаттамаларын зерттеу жүргізілді. Аталған жұмыста ядро-ядролық өзара əрекеттерді 
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эксперименттік зерттеу үшін ядролық эмульсия əдісі қолданылды. Ұшып келуші ядроны толық талқандау 
жағдайларындағы екінші ретті бөлшектердің жекелеген өзара əрекет-терінің үлестірімі салынды жəне екінші 
ретті бөлшектердің орташа сипаттамаларымен аналогия-лық үлестірімінің салыстырмалы талдауы жасалды. 
Күкірттің ядроларының фотоэмульсияның ауыр ядроларымен 200 АГэВ энергиядағы өзара əрекеттерінде 
жалпы нормадан ауытқыған жоғары мөлшердегі снарядтың ядросының толық талқандау жағдайлары 
байқалады, олардың төмендегідей айрықша ерекшеліктері бар. Бұндай оқиғалардың пайда болуы өзара 
əрекет энергиясына (3.7 АГэВ энергиясында күкірт ядроларының фотоэмульсия ядроларымен өзара 
əрекеттрінде байқалмайды) жəне өзара əрекет ететін ядролардың асимметрия дəрежесіне (ауыр ядролардың 
ядролық эмульсиямен өзара əрекеттерінде байқалмайды) тəуелді болады. Ұшып келуші ядроны толық 
талқандау жағдайлары нөсерлі бөлшектердің өте көптігімен жəне үлкен бұрыштарға енсіз бағытталған 
бұрыштық үлестіріммен (орташа псевдожылдамдықтың жіңішке пигіндегі шағын мəндер аумағында) 
сипатталады.  

Түйін сөздер: ядролардың өзара əрекеті, көптеген процестер, фрагментация, ядролық псевдожылдам 
үлестірімі. 

 
Сведения об авторах: 
Лебедев И.А. – д.ф.-м.н., заведующий лабораторией, Физико-технический институт, Алматы, Ибрагимова 11, 

тел.386-55-42, 8(777)3708643, e-mail: lebedev692007@yandex.ru, lebedev@sci.kz; 
Темиралиев А.Т. – к.ф.-м.н., СНС, Физико-технический институт, Алматы, Ибрагимова 11, тел.386-55-42, e-mail: 

abzal@sci.kz; 
Федосимова А.И. – инженер, Физико-технический институт, Алматы, Ибрагимова 11, тел.386-55-42, e-mail: 

ananastasia@list.ru; 
Грушевская Е.А. – инженер, Физико-технический институт, Алматы, Ибрагимова 11, тел.386-55-42, e-mail: 

grushevskaiya@bk.ru 
  



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
38  

N E W S 

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 3, Number 313 (2017), 38 – 47 
  
UDC:621.9 
 

A. Askarova, A.S. Zhumakhanova,  A. Kudaykulov,  A.A.Tashev, G.S. Kaliyeva 
 

RSE «IICT», Almaty; 
KazATU named after S. Seyfullin, Almaty 

"Kalieva G." <gulnara@ipic.kz> 
 

THE ENERGY METHOD IN THE STUDY OF STEADY-STATE 
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Abstract:Bearing elements of most strategic equipmentare limited by length and of variable cross-section rods. 

Certain types of heat sources affect many of them. In order to ensure reliable operation of this equipment, it is 
necessary to know the temperature field along the length of the rod of variable cross section. The paper proposes a 
computational algorithm and method to determine the temperature field along the length of the rod of limited length 
and of variable cross-section. They are based on basic laws of energy conservation. Approximate analytical solution 
of the problem has been obtained. 
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД В ИССЛЕДОВАНИИ 
УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕПЛОФИЗИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ 

СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ 
ТЕПЛОВОГО ПОТОКА,  ТЕПЛООБМЕНА И ТЕПЛОИЗОЛЯЦИИ 
 
Аннотация. Несущие элементы большинства стратегического оборудования являются стержнями 

ограниченной длины и переменного поперечного сечения. Многие из них испытывают воздействия 
определенных видов источников тепла. Для обеспечения надежной работы этого оборудования необходимо 
знать поле температуры по длине стержня переменного сечения. В работе предлагается вычислительный 
алгоритм и метод для определения поля температуры по длине стержня ограниченной длины и переменного 
поперечного сечения. Они основаны на фундаментальных законах сохранения энергии. Получено 
приближенно- аналитическое решение задачи.  

Ключевые слова: переменное сечение, радиус сечения, источники тепла, длина стержня, объём 
стержня, теплопроводность, теплообмен, конвекция.  

 
Введение.Определение законов распределения температуры по длине стержня ограниченной 

длины при воздействии разнородных видов тепла является основой исследования термо-напряжен-
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ного деформированного состояния несущих стержневых элементов энергетических установок, 
двигателей внутреннего сгорания и водородных двигателей. Проблемой определения  поля темпе-
ратур в твердых деформируемых телах занимаются многие видные ученые [1-3]. В [4-5] на основе 
метода конечных элементов определен закон распределения температуры по длине стержня огра-
ниченной длины и постоянного сечения. В частности, в работе [5] рассматривается решение уста-
новившейся задачи по определению поля температуры по длине теплоизолированного по боковой 
поверхности горизонтального стержня ограниченной длины и постоянного поперечного сечения. 
При этом на площадь поперечного сечения с левого конца подводится поток тепла с постоянной 
интенсивностью, а на правом конце происходит конвективный теплообмен с окружающей средой. 

При этом коэффициент теплообмена и температура окружающей среды считаются постоян-
ными. В работе [6] рассмотрено влияние температуры на деформацию исследуемого элемента. 
Здесь же аналитически получен закон распределения температуры по длине стержня, когда боко-
вая поверхность стержня теплоизолирована, левый конец находится под воздействием теплового 
потока, а на правом происходит теплообмен с окружающей средой. Кроме того, рассматривается 
задача определения поля температур по длине горизонтального стержня постоянного поперечного 
сечения. При этом на левый торец подается постоянная температура, а на оставшихся поверх-
ностях стержня происходит теплообмен с окружающей средой.  Полученные результаты хорошо 
согласуются с результатами, полученными в [7-9]. В [10] на основе закона сохранения энергии 
вариационным методом определяется процесс теплообмена между деформируемой оболочкой и 
окружающей жидкостью. В [11] на основе метода конечных элементов исследуется процесс 
теплопроводности в стержневых элементах ядерных энергетических установок. Там же приво-
дится описание пакета прикладных программ, разработанных на базе современных инструмен-
тальных средств программирования, которые ориентированы на решение рассматриваемых задач. 
Действительно, разрабатываемый пакет в определенном смысле является универсальным, 
удобным для пользователей. В [12] исследуется нестационарное поле распределения температур в 
цилиндрических стержнях при воздействии лазерных источников тепла. Полученные в работе 
результаты можно использовать при исследовании нестационарных температурных процессов в 
стержне при наличии лазерных источников тепла. В [13-16] рассматриваются вычислительные 
методы, алгоритмы и пакет прикладных программ для исследования установившихся   термо-
напряженно- деформированного состояния стержня ограниченной длины и постоянного попереч-
ного сечения при воздействии локальных тепловых потоков, температур, теплообменов, а также с 
учетом наличия локальных теплоизоляций. При этом для каждой рассматриваемой задачи 
выявлены соответствующие закономерности. Для некоторых задач определяются установившиеся 
поля температур, составляющие деформации и напряжения, а также поле перемещений. Получены 
выражения для вычисления величины удлинения и возникающего осевого сжимающего усилия.  
Там же, исследованы сходимость метода и точность полученных численных результатов. В 
отличие от вышеуказанных работ, в данной работе рассматривается разработка методов, вычисли-
тельных алгоритмов и программ, основанных на законе сохранения энергии для исследования 
установившегося термо-напряженно-деформированного состояния горизонтального стержня пере-
менного сечения в виде круга. Радиус сечения уменьшается линейно по длине стержня начиная с 
левого конца. Боковая поверхность стержня тепло изолирована. На площадь поперечного сечения 
левого торца стержня подается тепловой поток с постоянной интенсивностью, а на правом конце 
происходит конвективный теплообмен с окружающей средой. При этом коэффициент теплообмена 
и температура окружающей среды считаются постоянными величинами. Для этой задачи сначала 
определяется закон распределения температуры по длине стержня. Далее, в случае если один 
конец стержня жестко защемлен, а другой свободен,вычисляется его удлинение в зависимости от 
действующих источников тепла, физических и геометрических характеристик стержня с учетом 
наличия теплоизоляции. В случае защемления обоих концов исследуемого стержня, определяется 
величина возникающего осевого сжимающего усилия с учетом реальных факторов. При этом 
также определяется    закон распределения всех составляющих деформаций, напряжения и поле 
перемещений. При исследовании выявлены некоторые закономерности процесса. Следует 
отметить, что разработанные программы на Python оказались эффективными и удобными для 
пользователя. 
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Постановка задачи.Рассмотрим горизонтальный стержень переменного поперечного сечения. 
ОсьОх направим слева направо по оси стержня. Предположим, что поперечным сечением стержня 
является круг. Радиус поперечного сечения стержня меняется линейно по его длине, т.е. 

baxxr )( , lx 0 , гдеl [cм] – длина стержня, constba , . Радиус площади поперечного 

сечения левого конца обозначим через b[cм], т.е. bbaxr  0)0( [cм]. Тогда радиус 

поперечного сечения правого конца будет равен blalxr  )( ][ 2см . Площадь поперечного 

сечения стержня по его длине меняется по квадратичномузакону, т.е. 22 )()( baxrxF   , 

lx 0 . Далее, предположим, что боковая поверхность исследуемого стержня является 
теплоизолированной. На площадь поперечного сечения левого конца подведен тепловой поток q

][
2cм

Вт
 с  постоянной интенсивностью,в то время как через площадь поперечного сечения правого 

конца проходит конвективный теплообмен с окружающей средой. При этом температура 

окружающей среды постоянна, т.е.   constCToc 0 . Коэффициент теплообмена между материалом 

стержня и окружающей средой h ][
02 Ссм

Вт


. Теплофизические свойства материала стержня 

характеризуются коэффициентом теплопроводности xxk ][
0Ссм

Вт


.  При таких воздействиях 

требуется определить закон распределения температуры по длине исследуемого стержня 
переменного сечения. Расчетная схема рассматриваемой задачи приводится на рисунке  1.  

 
Рисунок  1 - Расчетная схема задачи 

 
Решение проблемы. Для решения данной задачи, в соответствиис фундаментальным законом 

сохранения энергии ]1[  напишем функционал полной тепловой энергии для рассматриваемой 
задачи  

 

 
 

  
 












)0(

2
2

22xS v lxS

oc
xx dsTT

h
dv

x

Tk
qTdsI

 

 1  

где   )0( xS  - площадь поперечного сечения левого конца стержня куда подведен тепловой 

поток  q ; )( lxS   - площадь поперечного сечения правого конца стержня через который 

происходит конвективный теплообмен.V - объем исследуемого стержня. Теперь, учитывая, что 
исследуемый процесс установившийся и боковая поверхность стержня полностью тепло 

изолирована, а также   q ,  h , constToc  , поле распределения температуры по длине стержня 

аппроксимируем полным полиномом второго порядка  

 kkjjii TxTxTxcbxaxxT )()()()( 2   ,    lx 0   2  

где  constcba ,, ;     
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l
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Воспользуясь (2-3) можно определить градиент температуры  
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Кроме того функция  2  должна дать минимум к функционалу  1  полной тепловой энергии 
для стержня.  

Сначала вычислим интегралы в  1  с учетом  2 .  

 




)0(

01

xS

iqTFqTdsI

 

 4  

где   22
0 )0()0( bbaxFF    - площадь поперечного сечения левого конца стержня, 

куда подведен тепловой поток -  q .  
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         jikji

xx TTbalTbabTbalTbal
l

k
481411216143[

12
222  

 
    ]43822 kjki TTbalTTbal  ;   5  

 

   






)(

22
3 22lxS

ock
l

oc TT
hF

TT
h

I ;  6  

где  blaFl  .  

 
Подставляя  64  в  1  находим интегральный вид функционала полной тепловой энергии 

для рассматриваемой задачи.  

 
         jikji

xx
i TTbalTbalTbalTbal

l

k
bqTI 481411216143[

12
222  

 
       2

2
]43822 ockkjki TT

hbal
TTbalTTbal 


 ;   7  

В этом выражении  kji TTTII ,, . Минимизируя I  по ji TT ,  и kT  получим систему 

разрешающих уравнений с учетом естественных граничных условий 
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После небольшого упрощения, систему  8  можно переписать в следующем виде.  
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где  bala 1431  ;  bala 42  ;  bala 23  ;  bala 434  ;  
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Далее, решая систему  9  определим узловые значение  температуры  ji TT ,  и kT .  
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Тогда закон распределения температуры по длине исследуемого стержня можно определить 
как: 
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Анализ полученных результатов. Рассмотрим решение задачи при следующих исходных 

данных:  

 cмl 90 ; 
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1
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0077,7430  .  

В этом случае, распределения температуры по длине исследуемого стержня согласно  13  
имеет  следующий вид  

 
  077,7436154,402564,0,,,,,,, 2  xxbaqTkhlxT ocxx .  14  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
43 

Тогда имеем: 

 
CTxT i

0077,743)0(  ; 

 
CTxT

l
xT j

046,483)45()
2

(  ; 

   CxTlxT 012090)(  . 

Построим график поле распределения температуры по длине исследуемого стержня при 
принятых исходных данных (рисунок 2) 

 

 
 

Рисунок 2 - Поле распределения температуры по длине стержня 
 
Из рисунка видно, что закон распределения температур имеет слабо выраженный 

параболический характер. Это объясняется переменностью поперечного сечения стержня по его 
длине, которое изменяется по квадратичному закону, а радиус – по линейному закону.  

Если один из концов стержня жестко защемлен, а другой свободен, то из-за наличия 
источников тепла он удлиняется. Величина удлинения определяется на основе общих законов 
теплофизики: 

 

      dxdxxTl
ll

T

0

2

0

743.077+4.6154x-0.02564x-  

 =0.0000125(-0.02564x3-4.6154x2+743.077x) 
l

0

=0.524455 

Здесь α=0.0000125 






С
1

- коэффициент теплового расширения материала стержня. 

Если оба конца стержня жестко защемлены, то из-за тепловогорасширения в стержне возни-
кает осевое сжимающее усилие. Его значение определяется с использованием условия совмести-
мости деформации[13]. В нашем случае согласно [13] значение осевого усилия определяется 
формулой: 
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. 

Так как E=2*106 и Fср=9, то имеем R=-3062209.933. В этом случае возникает поле распреде-
ления термо-упругой составляющей напряжения в сечениях исследуемого стержня, которое 
определяется как: 

 

  2

12
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1

-

33-3062209.9=







 


x

x , cmlx 900   

Закон распределения термо-упругой составляющей деформации определяется на основе зако-
нов теплофизики[13]: 

 
   

E
x

x  , cmlx 900   

Пользуясь найденным законом распределения температуры (14) можно определить закон 
распределения температурной составляющей деформации: 

      743.077-4.6154x0.02564x2   xTxT , cmlx 900   

Тогда в соответствии с обобщенным законом Гука определяется закон распределения 
температурной составляющей напряжения: 

      ,743.077-4.6154x0.02564x102 26  xEx TT  , cmlx 900   

Пользуясь (18-19), можно определить закон распределения упругих составляющих 
деформации: 

      xxx Tx   , cmlx 900   

Далее, на основании обобщенного закона Гука определяется закон распределения упругой 
составляющей напряжения: 

      xxx Tx   , cmlx 900   

На рисунке 3 приводится закон распределения трех составляющих деформации по длине 
стержня переменного сечения, защемленного с двух концов.  

 

 
 

Рисунок 3 - Законы распределения деформации: 1 - ε(x); 2 – εT(x) и 3 – ε x(x) 
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Из графика видно, что температурная и термо- упругая составляющие деформации имеют 
сжимающий характер по всей длине стержня. В то времякак упругая составляющая деформации на 
участке cmlx 670  имеет растягивающий, а на участке cmlx 9067   - сжимающий 

характер.Этот процесс обусловлен наличием большого теплового потока ( q =-500 2cм

Вт
) на левом 

конце стержня, где площадь поперечного сечения на левом конце в четыре раза больше, чем на 
правом конце.  

На рисунке 4 приводятся законы распределения трех составляющих напряжения по длине 
стержня переменного сечения, защемленные с двух концов. 

 

  

Рисунок 4 - Законы распределения напряжения: 1 - Ϭ(x); 2 – ϬT(x) и 3 – Ϭx(x) 
 

 
 

Рисунок 5 - Закон распределения перемещения сечений стержня 
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Из рисунка видно, что все составляющие напряжения имеют такой же характер, как и 
деформация. 

На рисунке 5 представлен закон распределения перемещения сечений стержня. 
Из рисунка видно, что все сечения перемещаются слева направо. Это также обусловлено 

наличием большого теплового потока на левом конце стержня. Наибольшее смещение соответ-
ствует сечению стержня с координатами x=51 cm, так как смещение на обеих концах стержня 
равна 0. 

Заключение. Разработанные вычислительный алгоритм и метод, основанные на фундамен-
тальном законе сохранения энергии позволяет решать множество прикладных инженерных задач с 
высокой точностью. Кроме того, они дают возможность решать множество прикладных инженер-
ных задач теплопроводности с учетом наличия разнобразных видов локальных источников тепла.  

Следует отметить, что предлагаемые алгоритм и метод позволяют одновременно определить 
законы распределения температуры, трех составляющих деформации и напряжения, а также 
перемещения. Наряду с этим определяются величины удлинения и возникающие осевые усилия. 
Полученные результаты позволяют провести глубокий анализ термо- напряжённого состояния 
стержня переменного сечения и ограниченной длины. С помощью разработанногоподхода можно 
исследовать возникающие сложные термо-напряженно-деформированные  состояния несущих 
элементов энергетических установок, двигателей внутреннего сгорания, реактивных и  водород-
ных двигателей, а также нефтенагревательных станций, применяемых при транспортировке 
высокопарафинистой нефти по трубопроводу. 

Работа выполнена в рамках бюджетного грантового финансирования МОН РК на 2015-2017 
годы (грант 3322/ГФ4). Название проекта: «Теоретические основы математического 
моделирования установившихся нелинейных, теплофизических процессов в жаропрочных 
сплавах».Регистрационный номер (РН) 0115РК00547. 
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АЙНЫМАЛЫ ЖЫЛУ АҒЫНЫНЫҢ ҚАТЫСУЫМЕН КӨЛДЕНЕҢ ҚИМАСЫНЫҢ,  
ЖЫЛУ ЖƏНЕ ЖЫЛУ ОҚШАУЛАУМЕН БӨЛЕК ТҰРАҚТЫ ЖЫЛУФИЗИКАЛЫҚ 

ЖАЙ-КҮЙІН ЗЕРТТЕУ ЭНЕРГИЯCЫНЫҢ ƏДІСІ 
 
Аннотация. Көптеген стратегиялық құрылғылардың салмақ түсетін элементтері, ұзындығы шектеулі 

жəне айнымалы көлденең қиманың бағалалары болып табылады. Олардың көпшілігі жылу көздерінің 
жекелеген түрлерінің əсер етуі мүмкін. Жабдықтың сенімді жұмысын қамтамасыз ету үшін ауыспалы қима 
өзек ұзындығы бойымен температура өрісін білу қажет. Біз шектеулі ұзындығы өзек ұзындығы жəне 
айнымалы қимасы бойымен температура өрісін анықтау үшін есептеу алгоритмін жəне əдісін ұсы-намыз.  
Олар энергияның сақталу заңдарына сəйкес негізделеді. Зерттеудің аналитикалық міндеттерінің шешімі 
алынды. 

Түйін сөздер: айнымалы қима,қима радиусы, жылу көздері, бағана ұзындығы,жылу өткізгіштік, жылу 
алмасу, конвекция. 
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CALCULATION OF ISOTOPIC COMPOSITION OF CATALYTIC 
MATERIAL UNDER RADIATION BY REACTOR NEUTRONS 

 
Abstract. The purpose of this work is to calculate isotopic composition of the catalytic compound (hereinafter 

referred to as CС), irradiated with reactor neutrons, and comparison it with the older results. In the ourprevious 
works a stochastic methods was used to calculate the isotopic composition of the CС in the equilibrium state.In this 
paper we preferred to use a deterministic method that gives a more accurate result in calculating the concentration 
change. Also now the scheme of the cycle was extended, since beta decays of some lead isotopes that had not been 
taken into account before were taken into account. We also calculated the CС heat densities for several neutron 
fluxes in the range 1013-1018 cm-2s-1. This made it clear at what neutron flux the energy release of the CС would be 
the most optimal. 

Key words:Catalytic composition, burnup equation, Padé approximation, s-process.  
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РАСЧЕТ ИЗОТОПНОГО СОСТАВАКАТАЛИТИЧЕСКОГО 
МАТЕРИАЛА ПРИ ОБЛУЧЕНИИ РЕАКТОРНЫМИ НЕЙТРОНАМИ 

 
Аннотация. Целью данной работы является расчет концентрации изотоповкаталитического состава 

(далее КС) при облучениисостава реакторными нейтронами, и сравнение его с результатами предыдущих 
исследований.В предыдущих наших работахдля расчета изотопного состава КС при равновесном состоянии 
был применен стохастический метод, но в этой работе мы предпочли применить детерминистический метод, 
который дает более точный результат при расчете изменений концентраций. Также схема замкнутого цикла 
была расширена, поскольку были учтены бета-распады некоторых изотопов свинца, которые ранее не 
учитывались. Также мы рассчитали плотности выделяемой энергии КС для нескольких значений потоков 
нейтронов в диапазоне 1013-1018 см-2с-1. Это дало возможность понять, при каком потоке нейтронов 
энерговыделение КС будет самым оптимальным.  

Ключевые слова: каталитический состав, уравнение выгорания, аппроксимация Падэ, s-процесс. 
 
Введение. Основной целью исследований каталитического состава является применение его в 

ядерных реакторах в качестве защиты от тепловых нейтронов и дополнительного источника энер-
гии [1]. Поскольку изотопы каталитического состава не меняют свои концентрации при длитель-
ном облучении, то его срок эксплуатации будет дольше обычных конструкционных элементов. 
Энергия, выделяемая при превращении четырех нейтронов в одну альфа частицу, дает допол-
нительную энергию, что способствует увеличению КПД реактора. 

В этой работе были проведены расчеты и моделирование с целью получения количественных 
данных, проясняющие более детально некоторые аспекты рассматриваемой нами задачи. Для этого 
заново были рассчитаны концентрации элементов каталитического состава, где предполагалось 
участие только восьми изотопов[2]. Далее была создано более расширенная модель состава, где в 

-с
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реакциях участвуют пятнадцать изотопов. Поскольку концентрации изотопов состава сильно 
зависит от потока тепловых нейтронов, были получены результаты для нескольких уровней 
потока.  

Для оценки энергии, выделяемой при облучении нейтронами, были сделаны расчеты по 
определению плотности тепла, испускаемого составом (heatdensity).  

Основная часть.Выяснилось, что для расчета концентраций элементов лучше использовать 
детерминистический метод, чем метод Монте-Карло, поскольку стохастический метод не может 
обобщить поведение нескольких нейтронов на изменение концентрацииэлементов состава. 
Методом Монте-Карло удобно решать те задачи, которые определяют поток, размножение или 
функцию распределение нейтронов и т.д.  

В этой работе для расчета концентрации изотопов использовался уравнение Бэйтмана или как 
часто называют burnupequation[4]: 

 

 
ௗ

ௗ௧ ௜ܰሺݐሻ ൌ 	െߣ௜ ௜ܰሺݐሻ െ ߶௜ߪ ௜ܰሺݐሻ ൅ ∑ ௝ߣ ௝ܲ→௜ ௝ܰሺݐሻ௜ஷ௝ ൅ ∑ ௜߶ܳ௝→௜ߪ ௝ܰሺݐሻ௜ஷ௝ , (1) 

 
где ϭ – сечение (n,g) реакций при энергии 0.025 эВ, λ – постоянная распада, ϕ – нейтронный 

поток, Pi->j,Qi->j,вероятности перехода от изотопа iк изотопу jпри распадах и при захвате нейтрона.  
Уравнение (1) можно написать в матричной форме: 
 

 
ௗ

ௗ௧
ሻݐሺۼ ൌ  ሻ, (2)ݐሺۼۯ

 
где N- вектор концентраций изотопов NT = (N1, N2… NI), а A –матрица выгорания (burnupmatrix). 
Решением уравнения (2) является экспоненциальное уравнение: 

 
ሻݐሺۼ  ൌ  ሻ. (3)ݐۯሺ	ሺ0ሻexpۼ
  
Экспоненциальную матрицу exp	ሺݐۯሻ можно найти несколькими методами. В этой работе 

рассматривается метод аппроксимацииПадэ[3], который дает более точный результат, чем, 
например, метод разложения по ряду Тейлора [4]. Аппроксимация Падэ дляматричной 
экспоненциальной функции порядка [p/q] определяется следующей формулой:  

 

 expሺݔሻ ൎ
ே೛೜ሺ௫ሻ

஽೛೜ሺ௫ሻ
, (4) 

 
где, 

 ௣ܰ௤ሺݔሻ ൌ ∑ ሺ௣ା௤ି௞ሻ!௣!

ሺ௣ା௤ሻ!௞!ሺ௣ି௞ሻ!
௣
௞ୀ଴  ௞,  (5)ݔ

  

ሻݔ௣௤ሺܦ  ൌ ∑ ሺ௣ା௤ି௞ሻ!௣!

ሺ௣ା௤ሻ!௞!ሺ௣ି௞ሻ!
௤
௞ୀ଴ ሺെݔሻ௞. (6) 

  
В равновесном состоянии выражение (2) должно равняться нулю: 
   

 
ௗ

ௗ௧
ሻݐሺۼ ൌ  ሻ = 0. (7)ݐሺۼۯ

 
Собственное значение ⋋ квадратной матрицы A должно быть равно нулю. Найдя матрицу A, 

т.е. решаясистему линейных уравнений, находим концентрации элементов состава.  
Есть и другой способ решения этой задачи: если в уравнении (2) время стремится к беско-

нечности(ݐ → ∞), то изначально заданный состав стремится к равновесному состоянию. В качестве 
начальной концентрации изотопов, когда ݐ ൌ 0, была взята природная смесь свинца (таб. 1). 
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Таблица 1 – Природный состав натурального свинца 
 

Pb204 1.4% 
Pb206 24.1% 
Pb207 22.1% 
Pb208 52.4% 

 
 
Результаты расчетов. Для получения необходимых результатов была написана программа на 

языкеС++ и были использованы ядерные данные из различных международных баз. Период 
полураспада и сечение поглощения нейтронов были взяты из оцененных дата файлов JEFF-3.1A, 
JEFF-3.2 и TENDL-2014 [5]. Программа в основном находит экспоненциальную матрицу exp	ሺݐۯሻ 
методом аппроксимации Падэ[6,7], которая дает всю необходимую информацию.  

Результаты были получены для двух моделей:упрощенной модели(а) и расширенной модели 
(б).  

(а). В предыдущих работах [1,2], в упрощенной модели, участвовали только восемь изотопов 
ܾܲଶ଴଺, ܾܲଶ଴଻, ܾܲଶ଴଼, ܾܲଶ଴ଽ, ,ଶ଴ଽ݅ܤ ,ଶଵ଴݅ܤ ,ଶଵ଴݋ܲ -ଶଵଵ. В этой работе в упрощенную модель мы доба݋ܲ
вили еще два изотопа ܾܲଶ଴ସ, ܾܲଶ଴ହ поскольку они присутствуют в природной смеси свинца (таб-
лица 1).  

(б). В расширенной модели участвуют пятнадцать изотопов таллия, свинца, висмута и 
полония. Схема приведена ниже, в рис. 1: 

 

 
 

Рисунок 1 –Схема трансмутаций ядер в КС. Красные линии - это реакция радиационного захвата нейтрона,  
синие и зеленые линии - это альфа-распад и бета-распад соответсвенно. 

 
В расширенной схеме добавлены все возможные каналы, взятые из базы данных ядерных 

реакций. Из рисунка видно, что весь цикл является замкнутым. Но надо иметь ввиду, что этот цикл 
будет замкнутым только при облучении тепловыми нейтронами, поскольку при энергии нейтронов 
выше 1 МэВ могутоткроются другие каналы, которые приведут к неустойчивому состоянию.  

Поскольку концентрация изотопов сильно зависит от потока нейтронов, результаты были 
получены для потоков нейтрона от 1013 до 1018 см-2с-1, а типичный нейтронный поток в 
современных реакторах лежит в диапазоне 5*1013 – 5*1014см-2с-1. 

Рисунок 2 показывает зависимость необходимого времени облучения природного свинца до 
достижения равновесного состояния состава в зависимости от нейтронного потокадля 
расширенной модели.  

Видно, что при нормальном нейтронном потоке 1014 состав придет к равновесному состоянию 
только через 60,000 лет. Концентрации изотопов ܾܲଶ଴ସ, ܾܲଶ଴ହ резко уменьшаются после ста секунд 
облучения, это понятно, поскольку никакие изотопы не превращаются в эти ядра.  
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Рисунок 2 – Изменение концентрации изотопов в зависимости от времени при нейтронном потоке 1014см-2с-1 
 
Конечно, если мы сможем задать начальную концентрацию смеси (который должен состоять 

из 15 изотопов) как в равновесном состоянии, то концентрация не будет меняться во времени с 
начала облучения нейтронами.  

На рисунке 3 приведена процентная доля каждого изотопа в каталитическом составе, при 
котором возможно равновесное состояние.  

 
Рисунок 3 – Процентная доля изотпов КС при достижении равновесного состояния.  

Расчет был сделан с помощью детерминированного метода. 
 
Заключение.В этой работе было полученовремя облучения, необходимое для перехода состава 

в равновесное состояние. Поскольку обогащение состава до равновесной концентрации очень 
дорогой процесс, было предложено в качестве начальной концентрации взять природную смесь 
свинца, который состоит из четырех изотопов ܾܲଶ଴ସ, ܾܲଶ଴଺, ܾܲଶ଴଻, ܾܲଶ଴଼. Плотность энергии сос-
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тава при облучении тепловыми нейтронами. При нормальном нейтронном потоке плотность 
энергии, выделяемой натуральном свинцом, очень мала по сравнению с урановым топливом даже 
в равновесном состоянии: энергия, выделяемая КС ниже 1 Вт/см3. 

В следующихработах мы планируем использовать для расчетов потоки нейтронов 
термоядерного и импульсного реактора для получения более высокой энергии, где потоки 
нейтронов достигает до 1030 см-1с-1. 
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РЕАКТОРЛЫҚ НЕЙТРОНДАРМЕН ƏСЕРЛЕСУДЕГІ КАТАЛИЗДЫҚ ҚОСПАНЫҢ  

ИЗОТОПТЫҚ ҚҰРАМЫН ЖƏНЕ ЭНЕРГИЯ ШЫҒАРУЫН ЕСЕПТЕУ 
 
Аннотация. Жұмыстың мақсаты реакторлық нейтрондармен əсерлесудегі катализдық қоспадан (ары 

қарай КҚ) шығатын энергияны жəне энергия тығыздығын есептеу мен ВВЭР жəне КВВР коммерциялық 
реакторлардағы уранның бөлінуінен шығатын энергиямен салыстыру. Алдыңғы жұмыстарымыздаКҚ-ның 
қалыпты жағдайдағы изотоптық құрамын есептеу үшін стохастикалық əдіс қолданылған болатын, ал бұл 
жұмыста біз детерминистік əдіс қолданғанды жөн көрдік, өйткені бұл əдіс дəлірек нəтиже береді. Сонымен 
қатар тұйық цикл кескіні ұлғайтылды, өйткені алдыңғы жұмыста ескерілмеген кейбір қорғасын 
изотоптарының бета-ыдырауға ұшырауы ескерілді. Сонымен қатар біз КҚ-ның энергия тығыздығын бірнеше 
нейтрондар ағыны үшін есептедік 1013-1018 см-2с-1. Бұл есептеу КҚ-ның энергия шығаруы қандай нейтрон 
ағынында ең оптималды болатынын түсінуге көмектесті. 

Түйін сөздер:катализдік қоспа, жанып кету теңдеуі, Падэ жуықтауы, s-процесі. 
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SIMULATION OF THE THERMAL NEUTRONSINTERACTION WITH 
CATALYTIC COMPOSITION (Pb, Bi, Po) BY "IBUS" SOFTWARE 

 
Abstract. The purpose of this work is to simulate by the "IBUS" software the heat release during the interaction 

of  thermal neutrons with  catalytic composition which consist of  isotopes  Pb206 , Pb207 , Pb208 , Pb209 , Bi209 , Bi210 , 
Po210. During the simulation the concentration of neutrons is constant and not dependedby time. 

For simulating the change of concentration process and for calculating the concentration of isotopes products 
the "IBUS" (Isotopes Burn Up Software) software was developed on C# using deterministic methods. Using this 
code we calculated heat densityJ/сm3sec of catalytic composition (Pb,Bi,Po). The initial concentrations of each 
isotope of the catalytic composition were calculated in thework[1].  

Key words: Catalytic composition, "IBUS" software, cyclic reaction. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТЕПЛОВЫХ 
НЕЙТРОНОВС КАТАЛИТИЧЕСКИМ СОСТАВОМ (Pb,Bi,Po)  
С ПОМОЩЬЮПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА "IBUS" 

 
Аннотация. В работе приводится результаты расчета количества теплапри взаимодействии тепловых 

нейтронов с элементами каталитического состава, состоящих из изотопов Pb206 , Pb207 , Pb208 , Pb209 , Bi209 , 
Bi210 , Po210. в программномкомплексе "IBUS".Концентрация нейтронов в среде считается постоянным и не 
зависит от времени. 

Для моделирования процесса взаимодействия тепловых нейтронов с различными изотопами и для 
расчетаизменения концентрации облучаемых изотопов в зависимости от времени, а также для расчета кон-
центрации нарабатываемых продуктов и для многих других задач, связанных с облучением изотопов тепло-
выми нейтронами,был создан программный комплекс "IBUS" (IsotopesBurnUpSoftware) на языке программи-
рования С# с применением детерминированного метода расчета. В данной работе с помощью программного 
комплекса  "IBUS"былорассчитаноколичество тепла, испускаемого каталитическим составом (Pb,Bi,Po) в 
единичном объеме в единицу времени (Дж/см3с).Начальные концентрации изотопов каталитического сос-
тава, задаваемые как начальные входные параметры для программного комплекса "IBUS", были найдены в 
наших предыдущих работах.  

Ключевые слова: каталитический состав,программный комплекс "IBUS", циклическая реакция. 
 
В настоящее время в ядерной физике задачи на определение изменения концентрации 

изотопов, определение продуктов реакции, определение выделяемой энергии и т.д. приоблучении 
нейтронамиматериалов, состоящих из различных элементов и изотопов в различных интервалах 
времени имеют важное прикладное значение. 

Если речь идет о нескольких изотопах, то, применяя уравнение Бэйтмана 
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Расчет тепла, испускаемого каталитическим составом.  В работе [1] были найдены и 
изучены наиболее подходящие элементы для каталитического состава и вычислены концентрации 
элементов для этого состава. В качестве входных параметров для программного комплекса "IBUS" 
былипереданы начальные концентрации изотопов, обеспечивающие стационарный нейтронный 
катализ,процентное соотношение которых показано в таблице 1. 

 
Таблица 1 – процентное соотношение изотопов 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
После внесения входных параметров в программный комплекс "IBUS",программа была 

запущена для разных значений нейтронного потока, результаты которого приведены в рисунке 2. 

 
Рисунок  2 - Количество тепла, выделяемого каталитическим составом для различных значений потоков нейтрона 
 
 
Как видно из Рис. 2, количество тепла, выделяемого каталитическим составом, растет 

линейным образом в зависимости от нейтронного потока. Также видно, что даже при потоке 
нейтронов 1015количество тепла, выделяемого каталитическим составом, почти надва порядка 
меньше, чем тепло, выделяемое вреакторах типа PWR.Поэтому рассматриваемый нами 
каталитический цикл целесообразно использовать с более интенсивными источниками нейтронов, 
плотность потока нейтронов от которого должен быть порядка 1017. 
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Изотоп процентное содержание изотопов 
Po210 1,6 % 
Pb206 0,0435 10ି଻% 
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Pb207 0,0317 % 
Pb208 97,53 % 
Pb209 0,01898 % 
Bi210 0,673 % 
Bi209 0,07 % 
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ЖЫЛУЛЫК НЕЙТРОНДАРДЫҢ КАТАЛИЗДЫҚ ҚОСПАМЕН (Pb, Bi, Po)  

ƏСЕРЛЕСУІН"IBUS" КОМПЬЮТЕРЛІК БАҒДАРЛАМАЛАУ КЕШЕНІМЕН ЖОБАЛАУ 
 
Аннотация. Жұмыстың мақсаты жылулық нейтрондардыңPb206 , Pb207 , Pb208 , Pb209 , Bi209 , Bi210 , Po210. 

изотоптарынан тұратын катализдік қоспамен əрекеттесуі нəтижесінде бөлінетін жылуды"IBUS" компью-
терлік бағдарламалау кешені арқылы есептеу. Бұл ортадағы нейтрондардың концентрациясы тұрақты жəне 
уақыттан тəуелсіз деп есептеледі.Нейтрондармен əрекеттесу нəтижесінде изотоптардың концентрациясының 
өзгерісін есептеу үшінжəне де əсерлесу нəтижесінде пайда болған жаңа изотоптардың концентрациясына 
есептеу жүргізу ушін C# бағдарламалау тілінде "IBUS" компьютерлік бағдарламалық кешені құрылды. 
Бастапқы мезеттегі катализдік қоспадағы əр изотоптың концентрациясы біздің бұрыңғы жұмыстарымызда 
есептпелген.  

Түйін сөздер: катализдік қоспа, "IBUS"компьютерлік бағдарламалық кешені, циклдық реакция. 
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EFFECT OF PULSED PLASMA IRRADIATION 
ON THERMAL EROSION AND STRUCTURE  

OF GRAPHITE SURFACE 
 

Abstract. The results of theoretical and experimental studies of graphite thermal erosion effects under pulsed 
plasma irradiation have been presented. Irradiation of graphite samples was performed on the pulsed plasma 
accelerator in the Al-Farabi KazNU. The samples were irradiated with 13 pulses ~ 2 μs long with the surface energy 
release 10 J/cm2 per pulse and the pulses ~ 250 μs long with the surface energy release 8 J/cm2 per pulse. Before and 
after irradiation, the weight of the samples was measured and the surface structure studies were performed using the 
methods of raster electronic and atomic force microscopy. The theoretical calculations were carried out according to 
the model based on determination of temperature distribution as a result of pulsed energy release and sublimation of 
the carbon atom from the surface. 

 As a result of the completed experimental studies we established that mass losses under pulsed plasma 
irradiation, with the energy parameters corresponding to the energy release in the ITER during plasma disruption, 
lead to thermal erosion of the graphite surface. In case of pulse period about several microseconds and the energy 
release of ~ 10 J/cm2, the mass loss is ~ 0.1-0.2 μg per pulse. In case of pulse period greater two orders of 
magnitude, i.e. 250-300 μs, but with a lower energy release ~ 8 J/cm2, the mass loss is ~ 0.03 μg. A comparison of 
the experimental results with the calculations for the presented model showed the satisfactory agreement between the 
theoretical and experimental data. 

Key words: graphite, pulsed plasma irradiation, thermal erosion. 
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ВЛИЯНИЕ ИМПУЛЬСНОГО ПЛАЗМЕННОГО ОБЛУЧЕНИЯ  
НА ТЕРМИЧЕСКУЮ ЭРОЗИЮ И СТРУКТУРУ  

ПОВЕРХНОСТИ ГРАФИТА 
 
Аннотация. Представлены результаты теоретических и экспериментальных исследований эффектов 

тепловой эрозии графита при импульсном плазменном облучении. Облучение образцов графита выполня-
лось на импульсном плазменном ускорителе КазНУ им. аль-Фараби. Образцы облучались 13 импульсами 
длительностью ~ 2 мкс с энерговыделением на поверхности 10 Дж/см2 за импульс и импульсами 
длительностью ~ 250 мкс с энерговыделением на поверхности 8 Дж/см2 за импульс. До и после облучения 
измерялась вес образцов и выпонялись исследования структуры поверхности методами растровой электрон-
ной и атомно-силовой микроскопии. Теоретические рассчеты проводились по модели, основанной на 
опредлении распределения температуры за счет импульсного выделения энергии и сублимации атом угле-
рода с поверхности  

В результате проведенных экспериментальных исследований установлено, что потери массы при 
импульсном плазменном облучении, с энергетическими параметрами, соответствующими энерговыделению 
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в ТЯР при срывах плазмы, приводят к тепловой эрозии поверхности графита. При длительности импульса 
порядка нескольких микросекунд и энерговыделении ~ 10 Дж/см2, потери массы составляют ~ 0.1-0.2 мкг за 
импульс. При длительности импульса на два порядка больше, т.е. 250-300 мкс, но с меньшим энерговыделе-
нием ~ 8 Дж/см2, потери массы составляют ~ 0.03 мкг. Сравнение полученных экспериментально резуль-
татов с расчетами по представленной модели показали, что наблюдается удовлетворительное согласие 
теоретических и экспериментальных данных. 

Ключевые слова: графит, импульсное плазменное облучение, тепловая эрозия. 
 
Введение 
Среди материалов, перспективных для применения в качестве материалов защиты первой 

стенки термоядерных реакторов (ТЯР),приоритет отдается к материалам с низким атомным 
номером, высоким порогом физического распыления, высокой теплопроводностью, низкой 
химической активности к водороду, высокой термостойкостью и температурой плавления [1]. В 
соответствии с современной точкой зрения, материалы защиты первой стенки и пластин дивертора 
для токамаков должны быть основаны на углероде, бериллии и вольфраме [2]. Графит обладает 
перечисленными выше свойствами – высокой температурой плавления, термостойкостью высокой 
теплопроводностью и может рассматриваться как перспективный материал облицовки первой 
стенки ТЯР.  

В этой связи, нами проведены экспериментальные исследования процессов тепловой эрозии 
графита марки АРВ при облучении импульными потоками плазмы, моделирующими срыв плазмы 
в ТЯР, а также представлена модель и результаты расчетов потери массы при импульсном 
выделении энергии на поверхности графита, соответствующие выполненным экспериментам. 
Теоретическая модель расчетов величины тепловой эрозии основана на решении уравнения 
теплопроводности и определении распределения температур по глубине материала с учетом 
фазового превращения.  

Экспериментальные исследования эффектов тепловой эрозии графита  
при облучении потоками импульсной плазмы 

Для исследований был выбран графит марки АРВ, представляющий собой новое поколение 
графитов, широко использующийся в настоящее время в реакторостроении. Основные 
характеристики физико-механических свойств этой марки графита приведены в таблице 1. 
Подготовлено четыре образца поликристалического графита, вырезанные из массивной полоски. 
Образцы имели форму параллелепипеда размерами 10 мм  10 мм × 0.5 мм. После резки образцы 
подвергались шлифовке и механической полировке. До облучения импульсными потоками плазмы 
образцы взвешивали на аналитических весах OHAUS, точность взвешивания составила ± 0.1 мг. 
Также были проведены исследования структуры и свойств этих образцов и определен элементный 
состав методом рентгенофлуоресцентного анализа (РФА). По данным РФА, углерод составляет 
99.9 ат.%, содержание примесных элементов незначительно, так, содержание хрома не превышает 
0.002 ат.%, меди - 0.02 ат.%, цинка – 0.005 ат.%. До облучения импульсными потоками плазмы 
проведено определение кристаллической структуры АРВ графита методом рентгеноструктурного 
анализа и установлено что он имеет гексагональную структуру. Отметим, что кристаллическая 
структура графита при облучении импульсными потоками плазмы изменятся несущественно.  

 
Таблица 1 - Физико-механические свойства графита марки АРВ. 

 

Физический параметр 
Обозначение, 

единица измерения 
Значение 

Температура плавления,  Тпл, К 4000 
Масса атома,  mA, a.е.м 512 
Плотность,  ρ, кг·м-3 1.69×103 
Теплопроводность  k, Вт·м-1·К-1 55 
Энтальпия испарения Нисп, Дж·кг

-1 6.0×107 
Степень черноты   ε, отн. ед. 0.86 
Прочность на сжатие σв, МПА 24.5-29.4 МПа 
Модуль Юнга Е, МПА 7.8 ГПа 
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изменилась, см. рисунки 1 в и 1 г. По-видимому, энерговыделения 8 Дж/см2 недостаточно для 
существенной сублимации атомов углерода с поверхности. Исследование методом АСМ 
поверхности графита, подвергнутого воздействию тринадцати импульсных потоков плазмы с 
энерговыделением 10 Дж/см2 за импульс длительностью 2 мкс показали, что наблюдается 
сглаживание поверхности в результате сублимации атомов углерода с облучаемой поверхности, 
см. рисунки 2 а, б. Структура поверхности образца графита до и после облучения четырьмя 
импульсами плазмы длительностью 250 мкс и энерговыделением 8 Дж/см2 практически не 
изменилась.  

 

 
 а       б 

Рисунок 2 - АСМ изображения поверхности графита облучения: а – образец №1 до облучения,  
б – образец №1 после облучения 13 импульсами плазмы длительностью 2 мкс 

 
Подводя итог экспериментальным исследованиям потерь массы и структуры поверхности, 

можно заключить, что облучение графита импульсными потоками плазмы может приводить к 
потерям массы и изменению структуры поверхности при определенном соотношении энерговы-
делния за импульс и количества импульсов. Так, при энерговыделении 10 кДж/см2 за импульс, 
длительностью 2-3 мкс при 13 импульсах наблюдаются эффекты потери массы и сглаживания 
поверхности. При энерговыдении 8 Дж/см2 за импульс длительностью ~ 250 с потери массы за 4 
импульса не превышают 0.0001 мг (точность взвешивания), т.е. заметного испарения графита с 
облучаемой поверхности не происходит. СЭМ и АСМ исследования структуры поверхности 
подтверждают результаты взвешивания - заметные изменения структуры поверхности практически 
отсутствуют.  

 
Теоретическая модель и расчет потери массы графита при облучении импульсными 

потоками плазмы 
 При облучении импульсными потоками плазмы потеря массы с облучаемой поверхности 

происходит за счет сублимации атомов графита [3]. Расчет потерь массы проводится в два этапа. 
На первом этапе решается уравнения теплопроводности с учетом фазового превращения (твердое 
тело - газ) и теплового излучения с облучаемой поверхности:  

 ρ·Cp·T/t =kΔT+(J+Jev+ ε·σSB· (T-Tam)4 )обл ,  (1) 

где  – плотность графита, Cp – удельная теплоёмкость, k – теплопроводность, J-поток энергии 
вносимый облучением, Jev – поток энергии, уносимый с поверхности за счет сублимации, σSB  
постоянная Стефана Больцмана, Т – температура графита, Tam температура окружающей среды. 
Отметим, что плавление грфита в модели не учитывалось, т.к. в литературе отмечается, что 
плавление графита при воздейтвии потов тепла зависит от условий нагрева и наблюдается 
достаточно редко.  

По результатам численных расчетов методом конечных элементов для заданной геометрии 
облучаемого графита, соответствующей размерам образца в эксперименте по облучению 
импульсной плазмой (площадь облучаемой поверхности 10 мм × 10 мм, толщина 5 мм), 
определялось распределение температур по глубине материала в зависимости от времени. 

Параметры, используемые в расчетах уравнения (1) для графита приведены в таблице 1.  
Теплоёмкость графита Сp в твёрдой фазе задавалась выражениями [4: 
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 Cp(Т)=4.18·(0.44391 + 0.30795·10-4·T-61257/T2 + 0.10795·108/T3), при T ≤ 3200К  (2) 

 Cp(Т)= Cp(3200), при T > 3200К. 
 
Т.е. согласно (2), выше температуры 3200 К, теплоёкость графита полагается постоянной. 
На втором этапе рассчитывались потери массы в соответствии с полученным из решения 

уравнения (1) распределением температуры. 
Равновесное значение давления сублимированного газа графита Рeq задавалось в соответствии 

с работой [5: 
 
 Рeq =6.77·1012·10 (-36781/T).  (3) 
 
Поток энергии Jev, уносимой сублимированными с поверхности атомами, определялся 

выражением: 
 Jev =1/4·n·v·ma·Нисп,  (4) 
 

где n число атомов газа в единице объёма, ma  масса атома, v  средняя скорость молекулы газа. 
В приближении идеального газа соотношение (4) примет вид: 

 
 Jev = Peq× [ma/(2kTπ)]1/2Нисп.   (5)  
 

Соответственно,поток уносимой массы Jm: 
 

 Jm= Jev/Нисп, (6) 
 

Результаты расчетов распределения температуры на поверхности образца в зависимости от 
времени приведены на рисунке 3.  

1E-7 1E-6 1E-5 1E-4
3000

4000

5000

6000

Т
ем

п
ер
ат
ур
а,

 К

Время, с

1

2

3

 
Рисунок 3 - Зависимость температуры на облучаемой поверхности графита от времени при импульсном облучении 
потоком плазмы; 1 –длительность импульса 2.5 мкс, энерговыделение 10 Дж/cм2; 2 – длительность импульса 250 мкс, 

энерговыделение 8 Дж/cм2; 3 - температура сублимации 
 
Из рисунка 3 видно, что температура поверхности графита при импульсе длительностью 2.5 

мкс и энерговыделением 10 Дж/cм2 за импульс (кривая 1) почти на 2 порядка выше температуры 
поверхности при воздействии импульса длительностью 250 мкс с энерговыделением 8 Дж/cм2 
(кривая 2).  
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Рисунок 4 - Зависимость потери массы графита от времени облучения импульсными потоками плазмы;  

1 – 13 импульсов длительностью 2.5 мкс с энерговыделением 10 Дж/cм2;  
2 – 4 импульса длительностью 250 мкс с энерговыделение 8 Дж/cм2 

 
Несмотря на то, что длительность импульса во втором случае также на два порядка выше, 

сублимация атомов графита и, соответственно, потери массы в первом случае более чем на 
порядок выше, см. рисунок 4. На рисунке 4 приведены зависимости потери массы образцом 
графита за 13 импульсов длительностью 2.5 мкс и потоке энергии 10 Дж/cм2 (кривая 1) и за 4 
импульса длительностью 250 мкс и потоке энергии 8 Дж/cм2 (кривая 2). Поскольку 
экпериментально определяляась суммарная потеря массы графитом за 4 и 13 импульсов (см. 
таблицу 2), то на рисунках 4 приведен результат расчета, соответствующий эксперименту. 
Расчетные значения суммарной потери массы за тринадцать 2.5 с с выделением энергии 1 Дж/cм2 
составило 2.16 мкг, для импульсов длительностью 250 мкс и потоке энергии 8 Дж/cм2 – 0.11 мкг, 
что соответствует точности измерений веса с помощью аналитических весов OHAUS. Как видно 
из сравнения результатов расчетов потери массы с экспериментально измеренными значениями 
(таблица 2), наблюдается удовлетворительное согласие экспериментальных данных с 
теоретическими оценками.  

Заключение 
В результате проведенных экспериментальных исследований установлено, что потери массы 

при импульсном плазменном облучении, с энергетическими параметрами, соответствующими 
энерговыделению в ТЯР при срывах плазмы, приводят к тепловой эрозии поверхности графита. 
При длительности импульса порядка нескольких микросекунд и энерговыделении ~ 10 Дж/см2, 
потери массы составляют ~ 0.1-0.2 мкг за импульс. При длительности импульса на два порядка 
больше, т.е. 250-300 мкс, но с меньшим энерговыделением ~ 8 Дж/см2, потери массы составляют ~ 
0.03 мкг. Сравнение полученных экспериментально результатов с расчетами по представленной 
модели показали, что наблюдается удовлетворительное согласие теоретических и эксперимен-
тальных данных. 

Как показал анализ расчетных данных, потери массы зависят от соотношения параметров 
облучения (энерговыделения и длительности импульса) и физических свойств облучаемого 
материала – теплопроводности, энергии сублимации, равновесного давления газа. Для материалов 
с высокой теплопроводностью интенсивный отвод тепла с облучаемой поверхности препятствует 
локальному плавлению поверхности и испарению, что снижает потери массы.  

На основе полученных в работе результатов можно заключить, что представленную модель 
можно использовать для оценочных расчетов эрозии поверхности графита при импульсном 
выделении энергии на его поверхности.  
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ГРАФИТ БЕТІНІҢ ТЕРМИЯЛЫҚ ЭРОЗИЯСЫ МЕН ҚҰРЫЛЫМЫНА  
ИМПУЛЬСТІК ПЛАЗМАЛЫҚ СƏУЛЕЛЕНДІРУДІҢ ЫҚПАЛЫ 

 

Аннотация. Импульстік плазмалық сəулелендіру кезінде графиттің жылулық эрозиясы эффектілерінің 
теориялық жəне эксперименттік зерттеу нəтижелері ұсынылған. Графит үлгілерін сəулелендіру əл-Фараби 
атындағы ҚазҰУ импульстік плазмалық үдеткішінде өткізілді. Үлгілер импульсіне 10 Дж/см2 бетте энергия-
ның бөлінуімен ұзақтығы ~ 2 мкс болатын 13 импульспен жəне импульсіне 8 Дж/см2 бетте энергияның 
бөлінуімен ұзақтығы ~ 250 мкс болатын импульстермен сəулелендірілді. Сəулелендіруге дейін жəне кейін 
үлгілердің салмағы өлшенді жəне растрлы электрондық жəне атом-күштік микроскопия əдістері арқылы бет 
құрылымына зерттеулер орындалды. Теориялық есептеулер импульстік энергияның бөлінуі жəне беттен 
көміртегі атомының сублимациясы есебінен температураның үлестірілуін анықтауға негізделген модель 
бойынша жүргізілді. 

Өткізілген эксперименттік зерттеулер нəтижесінде плазманың үзілуі кезінде ТЯР энергия бөлулерге 
сəйкес энергетикалық параметрлермен импульстік плазмалық сəулелендіруде массаның шығыны графит 
бетінің жылулық эрозиясына əкелетіні анықталды. Импульстің ұзақтығы бірнеше микросекунд жəне 
энергияның бөлінуі ~ 10 Дж/см2 болғанда, масса шығыны импульсіне ~ 0.1-0.2 мкг құрайды. Екі есе көп 
импульс ұзақтығында, яғни 250-300 мкс, бірақ энергияның бөлінуі аз ~ 8 Дж/см2 болғанда, масса шығыны ~ 
0.03 мкг құрайды. Алынған эксперименттік нəтижелерді ұсынылған модель бойынша есептеумен салыстыру 
теориялық жəне эксперименттік деректердің қанағаттанарлық келісімі байқалатынын көрсетті. 
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GENEALOGY OF THE STOKES AND NAVIER EQUATIONS. 
DEGREE RHEOLOGICAL LAWS AND EQUATIONS 

 
Abstract. A physical substantiation of Newton's law of friction and Navier's equations is given. The falsity of 

the Stokes conjecture and the Stokes equations is shown. The asymmetry of the stress tensor of a continuous medium 
in the general case is established. To simulate the flow of viscous fluids, the use of power friction laws with odd 
exponents is physically justified; accordingly, asymmetric strain tensors and equations of dynamics are derived. The 
models thus obtained do not contain semi-empirical constants. It is shown that the law of Newton's friction and the 
Navier equation of viscous fluid dynamics follow as a special case with exponent equal to unity. Numerical 
calculations of flow past a plate, flow in a tube of circular cross section are given. Comparisons with known 
experimental results of flows in the tube showed a satisfactory agreement of the solutions obtained from equations 
with power-law friction laws and the divergence of the solutions of the Navier equations. Difference schemes are 
used to solve equations in velocity-pressure variables. The adequacy of numerical experiments is provided by 
approximation of convective terms on five-point patterns, which excludes the influence on the result of "circuit 
viscosity". 

Keywords: equations, tensor, friction, degree. 
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ГЕНЕАЛОГИИ УРАВНЕНИЙ СТОКСА и НАВЬЕ. 
СТЕПЕННЫЕ РЕОЛОГИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ И УРАВНЕНИЯ 

 
Аннотация. Дано физическое обоснование закона трения Ньютона и уравнений На- вье. Показана 

фальшивость гипотезы Стокса и уравнений Стокса. Установлена несиммет-ричность тензора напряжений 
сплошной среды в общем случае.  Для моделирования тече- ний вязких жидкостей физически обосновано 
использование степенных законов трения с нечетными показателями степеней, соответственно выведены 
несимметричные тензоры напряжений и уравнения динамики. Полученные таким образом модели не 
содержат полуэмпирических констант. Показано, что закон трения Ньютона и уравнения Навье динамики 
вязкой жидкости вытекают как частный случай при показателе степени, равном единице. Приведены 
численные расчеты обтекания пластины, течения в трубе круглого сечения. Сопоставления с известными 
экспериментальными результатами течений в трубе показали удовлетворительное совпадение решений, 
полученных из уравнений с степенными законами трения, и расхождение решений уравнений Навье. 
Применены разностные схемы для решения уравнений в переменных скорость-давление. Адекватность 
численных экспериментов обеспечена аппроксимацией конвективных членов на пятиточечных шаблонах, 
что исключает влияние на результат «схемной вязкости». 

Ключевые слова: уравнения, тензор, трение, степень. 
 
Введение 
Уравнения динамики вязкой жидкости впервые построены в 1821г. французским ученым Рене 

Навье  
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     Ставится вопрос: какая из данных систем является адекватной моделью динамики вязкой 
жидкости? Уравнения Стокса принимают вид уравнений  Навье только для несжимаемых 

жидкостей  0div v  при постоянном коэффициенте  вязкости const , но при этом 
закон трения Стокса не переходит в закон трения Ньютона. Даже при идентичности по написанию   
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t

  
       


v

v v F v v
 

тензоры вязких напряжений Ньютона и Стокса в них будут различными. И обратное: 
уравнения Навье не переходят в уравнения Стокса, как и закон трения Ньютона не переходит в 
формулу трения Стокса.     

   Различие в законах трения привело к различным уравнениям баланса энергий. 
Следовательно, уравнения  Навье  и уравнения  Стокса  различны по своей реологической сути. 
Тем ни менее, в механике вязкой жидкости принято  объединенное название – уравнения Навье-
Стокса, что в корне является несправедливым по отношению к Навье. 

 
1. Генеалогия уравнений Навье. 
Несимметричность тензора напряжений Ньютона   
     
В [1-7] и др. закон трения Ньютона выводится, как правило,  для сдвиговых течений.   
Например, в  [7]  (гл.IX)  модуль силы трения  

                                             
тр

du du
F S S

dy dy
                                                   (1.1) 

в вязкой  жидкости  доказывается
 
для линейной  зависимости  скорости  от  координаты u y  

(аналогично в  [1-6]).  Но в этом случае согласно (1.1) касательное напряжение по закону трения 
Ньютона равно
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    Очевидно, из-за  линейной зависимости скорости от пространственных координат 
получается, что 2-я производная равна 0:  
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,                    (1.4) 

если руководствоваться выводами закона трения Ньютона, данными в [1-7].  (В (1.4) не 

производится суммирование по повторяющемуся индексу). Уравнения динамики (1.4)  
отличаются от уравнений Навье отсутствием 6 вязких членов, конкретно производных от 
касательных напряжений. В (1.4) присутствуют только производные от вязких нормальных 
напряжений.  

Преодолению такого рода парадоксов служит закон трения для малых скоростей [7]   

тр kF v ,  по которому строго, без предположения о линейной зависимости, физически 

обоснован закон трения Ньютона.  

Теорема 1. Касательное  напряжение  по  Ньютону 
yx

u
р

y
 




 

есть  
следствие линейного

 

закона трения для малых скоростей тр k F v . 

Доказательство. В самом деле, по закону трения на движущуюся со скоростью iv частицу 

im действует сила 
трi ikF v , поэтому в индивидуальном объеме     

среднемассовая сила 

трения равна  

/ / ,mp mpi i i i i i mp
i i i i

m m k m m k k         F F v v F v
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Пусть течение вязкой жидкости происходит со скоростью u v w  v i j k   так, что 

0.u   Сила трения тр k F v  в проекциях на оси координат  есть сумма

( ) ( ) ( )тр x y z  F F F F .  На  плоскости сила трения ( )xF  равна 1 1ku F i
  
и 

2 2ku F i
 
на плоскости   2 1 , 0.y y y y      Образуются приращения сил и 

скоростей: 2 1,  F F F 2 1 0, ,u u u k u      F i   . F i   

Вводится линейная плотность

 

,
y





F

f  
.y F f По определению средний вектор 

касательного напряжения

  
yxcр x z


 


F

p  параллелен и одинако- во направлен с силами трения 

, .yxcр yxcр p F p f  

 

Коэффициент пропорциональности приводит к равенствам
 

' , ' 0yxcрk k f p
,
 

,yxcр p i
 

' .yxcрk y k u  p i
  

Скалярное произведение на орт i : ' .yxcрk y k u    p i i i     

В результате получаются  

' ' cos180 ' 1 ( 1) ' ,o
yxcр yxcр yxcр yxcрk y k y k p y k p y          p i p i  

cos 0 1 1 1ok u k u k u k u              i i i i
 

Таким образом,  из равенств
  

' ,
'yxcр yxcр

k u
k р y k u р

k y

 


   
 

 в  пределе вытекает закон трения Ньютона  

0
lim ,

'yx
y

k u u
р

k y y

 



 

  

 

- традиционный коэффициент динамической вязкости, ч.т.д.. 
 

Обобщения полученной формулы путем перестановок  индексов и переменных дают 
касательные напряжения по другим осям координат 

, , , ,xy zx xz yz zy

v u w w v
р р р р р

x z x y z
        

    
    

 
В теореме 1 дано строгое физическое обоснование закона трения Ньютона без предположения 

о сдвиговости течения. 
 

1y

'k

k

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Вывод вязких составляющих нормальных напряжений 

Аналогично устанавливается формула вязкой составляющей 
0
xxp  нормального напряжения 

0
xx xxp  p i p . Пусть силы трения равны: 1 1ku F i

 
на плоскости  и 

2 2ku F i
 
на 

плоскости ,
 2 1,  F F F ,k u  F i 2 1 0,u u u     при этом  

. F i  Вводится линейная плотность силы  
,

х





F

f  
.х F f  По определению 

средний вектор нормального вязкого
 
напряжения 

 
0
xx cр y z


 


F

p
 

парал- лелен и одинаково 

направлен с силами трения 
0 0, .xxcр xxcр p F p f   Коэффициент пропорциональности 

образует равенства 
 

0'' , '' 0xxcрk k f p , 
0 ,xxcр p i

 

0' .xxcрk х k u  p i
 

Скалярное умножение на орт: 
0' .xxcрk x k u    p i i i   

В результате получаются  

0 0 0 0' ' cos180 ' 1 ( 1) ' ,o
xxcр xxcр xxcр xxcрk х k х k р х k р х           p i p i

 

cos0 1 1 1ok u k u k u k u              i i i i
 

Равенства
  

0 0' ,
'xxcр xxcр

k u
k р х k u р

k х

 


    ,
  
в  пределе дают вязкий

 
член

 

нормального напряжения 

                           
0

0
lim ,

''xx y

k u u
р

k х х

 



 

 ''

k

k
 

 

Обобщения полученной формулы перестановками нижних индексов дают соответствующие 

нормальные напряжения 
0 0, .уу zz

v w
р р

у z
  

 
   

Полные нормальные  напряжения являются суммой давления и вязких составляющих  

0 0 0, ,xx xx уу уу zz zz

u v w
р р р p р p р p р p р p

х у z
    

           
  

 
Таким образом,  дано физическое обоснование несимметричного тензора напряжений 

Ньютона

 

, , 1, 2,3,i
ji ji

j

v
p p i j

x
  

   


  

которому соответствуют уравнения  Навье (1). 

2. Тензор напряжений сплошной среды не симметричен 
 
В теореме 1 доказана несимметричность тензора напряжений Ньютона.  Тензор напряжений 

используется широко, в частности, в теории упругости. 

1x

xxx  12



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
69 

Теорема 2. Тензор напряжений сплошных сред не симметричен в общем случае.   
Доказательство.  В частном случае не симметричность доказана, исходя из закона трения  

тр k F v .  В механике сплошной среды более 170 лет устоялось мнение, что тензор 

напряжений симметричен всегда.  
Симметричность тензора напряжений, например в  [1-5], выводится интег-              рированием 

по произвольному объему сплошной среды момента импульса, что дает фальшивые формулы  

                 

0, , , 1, 2,3j
ji ij

j

d
p p i j

dt x
 

 
      



r pv
r r F

             

(2.1) 

Фальшивость заключается в том, что левая часть (2.1) на самом деле не равна нулю 

0j

j

d

dt x
 

 
    



r pv
r r F

 

 

 
 
Доказательство исходит из фундаментальной  теоремы физики об изменении момента 

импульса  

1 1

N N

i i i i i
i i

d
m

dt  

   r v r f  

Данный общий закон трансформируется в теорему об  изменении моментов импульсов  для  

индивидуального  объема    сплошной  среды: 

                     ,i i i i i i k nk k
i i k

d
m m

dt





      r v r F r p                      (2.2)   

Между радиус-вектором  r  в (1.10.1)  и  векторами ir , kr  в  (2.2)  имеет место 

естественная связь ', 'i i k k    r r r r r r , откуда вытекает связь и  между скоростями 

'
,i id dd

d t d t d t
 

r rr
 'i i v v v  

Подставляя их в  (2.2),  найдем   
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( ') ( ') ( ') ( ')i i i i i i k nk k
i i k

d
m m

dt





          r r v v r r F r r p
   

(2.3) 

Проделаем  необходимые преобразования в левой части: 

( ') ( ') 'i i i i i i
i i i

d d d
m m m

dt dt dt
         r r v v r v r v  

' ' ' 'i i i i i i i
i i i

d d d d
m m m m

dt dt dt dt
          r v r v r v r v

 

' ' ',i i i i i i
i i i

d d
m m m m

dt dt
        r v r v

 

Имея в виду  
d

div
dt

  v , исполним преобразования   

d d d d m
m m m

dt dt dt dt

         
r v

r v v r r v  

( )d d d d

dt dt dt dt

          
r v v

v r r v r  

( ) ]
d d d

dt dt dt

        
v

r v r  

( )
d d

div
dt dt

      
v

r v v r
 

 Здесь использованы 0,
d

dt
 

r
v ( ) 0.

d
div

dt

  v  

Окончательно найдем:  

( ') ( ')i i i
i

d d
m

dt dt
      v

r r v v r  

                 ' ' ' 'i i i i i i i
i i i

d d d
m m m

dt dt dt
       r v r v r v

     
        (2.4) 

Далее  в  правой части (2.3):  

( ') 'i i i i i i i i
i i i

m m m        r r F r F r F  

' 'i i i i i i
i i

m m m         r F r F r F r F , 
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( ') ' ,k nk k nk k k nk k
k k k

  

 
  

           r r p r p r p
 

где  по теореме Остроградского-Гаусса и теореме о среднем для элементарного объема   
имеют место   

'j j
nk k nk k n

k k j jx x
     

    
   

      
     
r p r p

r p r p r p  

В результате совершенных преобразований  (2.3)  примет вид  

' ' ' 'i i i i i i i
i i i

d d d d
m m m

dt dt dt dt
         v

r r v r v r v
 

' 'j
i i i k nk k

i kj

m
x






  
 

      
 
r p

r F r F r p  

Поделив на   ,  получаем правую часть 

j

j

d

dt x
 

 
    



r pv
r r F

 

        

1
{ ' ' ' '}i i i i i i i

i i i

d d d
m m m

dt dt dt
         r v r v r v

    
(2.5)    

1
{ ' ' }i i i k nk k

i k

m








    r F r p
 

Подведем итоги. В учебниках [1-5] и др. тем или иным способом получено известное 
выражение (2.1):  

0,j

j

d

dt x
 

 
    



r pv
r r F

 
т.е. левая часть (2.5) равна нулю во всех точках потока всегда и, следовательно, тензор напряжений 
симметричен: 

23 32 31 13 12 21, ,р р р р р р    

     
В логически полученном выражении (2.5) правая часть 

1
{ ' ' ' '}i i i i i i i

i i i

d d d
m m m

dt dt dt
        r v r v r v  

                            
1

{ ' ' } 0i i i k nk k
i k

m








     r F r p                          (2.6) 

в общем случае  не равна нулю, т.к. во-первых, числитель дроби составлен из алгебраических 

величин 1-го и 2-го порядков малости, а в знаменателе стоит 3-го порядка малости 0 , во-
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вторых, элементарный объем    движется вместе с потоком и выбирается совершенно 
произвольно. Собственно  говоря, если в какой-либо точке  потока  выражение (2.6) будет равно 
нулю, это будет означать, что в данной точке тензор сплошной среды симметричен и частица не 
вращается. 

    В раскрытом виде левая часть (2.5) по уравнению динамики  сплошной среды в 
напряжениях равна выражению:

 

 

( ) 0j
j j

j j j

d d

dt x dt x x
   

 
             

  

pv v r
r r F r p r F p r

 

23 32 31 13 12 21( ) ( ) ( ) ,j j j
j

p p p p p p
x


           


r
p i p i j k

 
из которого в силу (2.6)  следует неравенство 

23 32 31 13 12 21( ) ( ) ( ) 0р р р р р р     i j k  

что  является  доказательством  несимметричности  тензора напряжений сплошной среды, так как 
для неравенства нулю вектора  необходимо  и  достаточно  выполнения  хотя  бы  одного  из 
неравенств:  

23 32 31 13 12 21, ,р р р р р р   , 

что и требовалось доказать.  
Следовательно,  выражение (2.1), которое применяется  в учебниках  Лойцянского [1]   и  

Седова [2]  в качестве теоремы об изменении момента импульса, фальшивое.  Очевидно  из   (2.5), 
что  в формуле (2.1) Лойцянского [1] и Седова [2] не может стоять знак равенства.  

  
3. Генеалогия закона трения Стокса и уравнений Стокса 
 
По всей вероятности, указанный факт (1.2) о выводе закона трения Ньютона для линейной 

зависимости скорости от координат и вследствие этого равенство нулю 6 вторых производных  в 
(1.4) был известен Стоксу. Кроме этого, установленная интегральным (дедуктивным) методом 
ложная симметричность тензора напряжений сплошной среды послужила основой 

 

симметричного закона трения Стокса 
( ) ( )yx с

u v
р

y x
  

 
 

, для вывода которого не исполь-

зуется линейная зависимость скорости от координат, но были использованы элементы 

симметричного тензора деформации скоростей S  из первой теоремы Гельмгольца.  

     Симметричный тензор деформации скоростей S  связывают с тензором деформаций, 
имеющим двоякий вид  [2, 4]: 

],[
2

1 o
k

o

j

o

k

o

i

o

j

o

i

o

i

o

jij wwww   

],ˆˆˆˆˆˆˆˆ[
2

1 k
jkijiijij wwww 

 

которые симметризуются путем отбрасывания множества произведений  
o

k
o

j

o

k

o

i ww   и .ˆˆˆˆ k
jki ww 
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В результате получаются симметричные тензоры 

                     ]ˆˆˆˆ[
2

1
],[

2

1
jiijij

o

j

o

i

o

i

o

jij wwww                             (3.1) 

Пренебрежение произведениями производных, обосновывается тем, что рассматриваются 
бесконечно малые относительные перемещения   [2-4],  что    незаконно,  так как  производные 

k
jki ww ˆˆˆˆ  ,  

o
k

o

j

o

k

o

i ww 
 
могут быть конечными величинами. 

В самом деле, пусть  
где  очень большое но 

конечное число, - малый параметр, обеспечивающий бесконечную малость функции  w, F- 
ограниченная дифференцируемая функция. Очевидно, производная  

 будет конечным  числом, достаточно положить 

const 1 . Следовательно, симметричности тензоров деформаций (2.1) 
фальшивые. 

Тензоры  деформаций (3.1)  являются следствием фальшивых формул дифференциалов в [2]: 

                                    
ˆ 'i i

i id d э и d d э   r r
 

                                        (3.2) 

В книге Седова [2] указывается положение «...О зависимости векторов 

базиса ,ˆ
iэ


,,iэ


сопутствующей системы от времени»,  следовательно,  диф- ференциалы 

должны учитывать зависимость ортов координат от времени и иметь правильный вид 

                  
ˆ ˆ , 'i i i i

i i i id d э dэ d d э dэ       r r
   

                   (3.3)  

Формулы тензоров деформаций, изложенные в [2-4] основаны на фальшивой формуле (3.2), 
поэтому они не имеют места для правильных дифференциалов (3.3). Следовательно, теория 
деформаций [2,4] должна быть основательно пересмотрена и отвергнута полностью. 

Закон трения Стокса  линейной зависимости напряжений от скоростей деформаций, основан 
на фальшивых формулах теории деформаций (3.1), конкретно с первыми четырьмя членами ряда 
Тейлора, старшими членами ряда пренебрегается (первая теорема  Гельмгольца в [1]):

  
( , ) ( , ) ,t t x y z

x y z
     

    
  

v v v
v r r v r

 
в эквивалентную  запись которого входит симметричный тензор скоростей деформаций:

 

                        

1
( , ) ( , )

2
t t S rot      v r r v r r v r

                      
(3.4)

                            

Данную формулу необходимо представить в раскрытом виде  

( , ) ( , )t t   v v r r v r  

                     

3

1

1 1
[ ( ) ( )] , 1,2,3,
2 2

j ji i
i j

j j i j i

v vv v
v x i

x x x x
 



  
    

                      
(3.5) 

Первая половина (3.5) есть компоненты тензора скоростей деформаций 

),(cos zFw  1 const


zF
dz

dw  sin'
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1

( ), , 1, 2,3
2

ji
ji

j i

vv
S i j

x x


  

 


                                           
(3.6) 

вторая половина  (3.5) с компонентами ротора скорости 
1

2
rot v r  просто не принимается во 

внимание, что конечно парадоксально! Потому что, они одинаковой размерности и отличаются 
только знаками «плюс-минус». 

    Закон трения Стокса ( ) ( )yx с

u v
р

y x
  

 
 

получается умножением (3.6) на 2, то есть 

откровенной подгонкой к закону трения Ньютона, что отражено в подробной записи 

симметричного тензора напряжений Стокса: 
2

[ ( ') ] 2 ,
3cр p div E S      v 

 

( )

2
{ ( ') )} ( ), , 1,2,3

3
ji

ji c ij
j i

vv
p p div i j

x x
   


      

 
v

 
Закон трения Стокса и симметричный тензор напряжений лауреат Нобелевской премии 

Л.Д.Ландау объявил гипотезой. Таким образом, гипотеза Стокса является фальшивой, так  как  не 

соответствует  закону трения тр k F v , генеалогией гипотезы являются первые 4 члена ряда 

Тейлора, следовательно, уравнения Стокса (2) являются фальшивыми [10]. 
 
3. Степенные законы трения и уравнения 
 
Доказанная  теорема  2  о  несимметричности тензора напряжений спелошных сред 

создает возможности для конструирования широкого спектра новых реологических законов, из 
которых можно выбирать подходящие модели для данного физического процесса соответственно 
скорости течения и физическим свойствам среды.      

Пусть 0u   и рассмотрим пропорциональные степени скорости силы трения:
 

vu v wm m m
тр u v wk u k k w   F i j k , проекции которой на ось  х

 
равны: 1 1

mu

uk u F i  на 

плоскости  и 2 2

mu

uk u F i
  на   плоскости 2 1 , 0.y y y y     Образуются приращения 

силы и скорости: 2 1, ,u

u

m
mk u     F F F F i 2 1 0,u u um m mu u u    причем  . F i  

Вводится линейная плотность силы F  как отношение
 , .y

y

  


 
F

f F f
   

По определению 

вектор yxcр x z


 


F

p касательного  напряжения параллелен и одинаково направлен с силами 

трения , .yxcр yxcр p F p f
 

       Через коэффициент пропорциональности имеем равенства
 

' , ' 0yxcрk k f p , 

,yxcр p i
 

' .u

u

m
yxcр mk y k u  p i

 

1y
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Данное выражение умножается на орт: ' .u

u

m
yxcр mk y k u    p i i i   

В результате получаются 

' ' cos180 ' 1 ( 1) ' ,o
yxcр yxcр yxcр yxcрk y k y k p y k p y          p i p i  

cos0 1 1 1u u u u

u u u u

m m m mo
m m m mk u k u k u k u              i i i i  

Равенства  
' ,

'

u
uu

u

m
mm

yxcр m yxcр

k u
k р y k u р

k y

 


    ,  в  пределе дают  

касательное напряжение 
0

lim ,
'

u u
mu

u

m m

yx m
y

k u u
р

k y y

 



 

 '
u

u

m

m

k

k
                              

Обобщения полученной формулы путем перестановок нижних индексов дают 
соответствующие касательные напряжения

   
 

       

, , , ,
v u w w v

v u w w v

m m m m m

xy m zx m xz m yz m zy m

v u w w v
р р р р р

x z x y z
        

    
    

     
(3.5.1) 

Формулы (3.5.1) выведены, ради простаты,  для  и нечетных  показателей 

степени . Для  нечетных показателей  получается такой же результат. 
 
Вывод вязких составляющих нормальных напряжений 

Аналогичными рассуждениями устанавливается формула составляющей 
0
xxp  нормального 

напряжения 
0

xx xxp  p i p . Пусть силы трения равны: 1 1

mu

uk u F i на плоскостит  и 

2 2

mu

uk u F i
 на плоскости ,

 
2 1,  F F F

  
,u

u

m
mk u  F i

2 1 0,u u um m mu u u     причем  . F i  
Вводится линейная плотность силы F : 

 

, .х
х

  


 
F

f F f   

По определению вектор нормального вязкого напряжения  
0
xx cр y z


 


F

p
 
параллелен и 

одинаково направлен с силами трения 
0 0, .xxcр xxcр p F p f

 

Через коэффициент пропорциональности имеем
   

0'' , '' 0xxcрk k f p , 
0 ,xxcр p i

 
0' .u

u

m
xxcр mk х k u  p i

 
Данное выражение умножается на орт:  

0' .u

u

m
xxcр mk x k u    p i i i  В результате получаются  

0 0 0 0' ' cos180 ' 1 ( 1) ' ,o
xxcр xxcр xxcр xxcрk х k х k р х k р х          p i p i

0,0,0  wvu

...9;7;5;3;1m

1x

xxx  12
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cos0 1 1 1u u u u

u u u u

m m m mo
m m m mk u k u k u k u              i i i i

 

Равенства  
0 0' ,

'

u
uu

u

m
mm

xxcр m xxcр

k u
k р х k u р

k х

 


    ,
  в  пределе дают вязкий 

член нормального напряжения
 

                           
0

0
lim ,

''

u u
mu

u

m m

xx my

k u u
р

k х х

 



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 ''
u

u

m

m

k

k
   

Обобщения полученной формулы путем перестановок нижних индексов дают напряжения 

0 0, .
v w

v w

m m

уу m zz m

v w
р р

у z
  

 
   

Полные нормальные  напряжения являются суммой
 
давления и вязких составляющих  

 

                 

, ,
u v w

u v w

m m m

xx m уу m zz m

u v w
р p р p р p

х у z
    

     
  

     
    Таким образом, из законов трения с нечетными показателями степеней 

, , v , 1;3;5;7;9...v

v

m
тр m v v vk v v m    F e v v e

 
вытекают касательные и нормальные напряжения и уравнения   

1 , , 1,2,3,
i

i

m
i

ji ji m
i j

v
p p i j

m x

 


   

  

 

 
3

1

( )v j
j j

T T
c v div gradT pdiv Q

t x  


 
    

  v

 

0div
t

 
 


v

 

Здесь ньютоновская динамическая вязкость с масштабом  .  Показатели степеней 
нечетные целые положительные числа. 

На фиг.1 представлены профили осевой скорости течения вязкой жидкости в трубе круглого  
сечения радиуса “a” , насчитанные из краевой задачи

 
для показателей степени

 
1;3;5;7;9m  :  
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                                           Фигура 1                                                                                        Фигура 2 
 
Степень m = 1  соответствует уравнению Навье-Стокса, т.е. закону трения Ньютона. Профиль 

осевой скорости при степени m = 9 почти сливается с экспериментальным профилем, который 
отмечен точками. 

    На фиг. 2, 3, 4 приведены расчеты на сетке 200х150 продольного обтекания пластины. На 
фиг. 2 приведено распределение пульсаций продольной скорости в конце пластины, рассчитанное 

по формуле ' ,n n n
ij ij iju u u 

 
где 

0

0( ) / ( )
n

n n
ij ij

k n

u u n n


  - осредненная  продольная 

скорость на момент времени   
5

0 00.0001 , 10 , 1502590.nt n n n n     

На фиг. 3 представлена продольная скорость в конце пластины, полученная численным 
решением уравнений динамики со степенными законами трения. При тех же параметрах получено 
решение уравнений Навье. 

Профиль фиг.4 продольной скорости в конце пластины, полученный численным решением 
уравнений Навье m = 1,  резко отличается от профиля фиг. 3. Тем самым численно подтверждается 
эффективность степенных законов трения и непригодность уравнений Навье в высокоскоростных 
течениях. 

      
                                           
                                                 Фигура 3                                                                                    Фигура 4 
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На фиг. 2 приведено распределение пульсаций продольной скорости в конце пластины, 

рассчитанное по формуле ' ,n n n
ij ij iju u u 

 
где 

0

0( ) / ( )
n

n n
ij ij

k n

u u n n


  - осредненная  

продольная скорость на момент времени
   5

0 00.0001 , 10 , 1502590.nt n n n n     

 
На фиг. 5 представлены профили осевой скорости в начале и в конце трубы с диаметром 1м, 

полученные численным решением уравнений Навье на сетке 100х400. Около стенки трубы в 
пограничном слое образуется отросток. Несжимаемая жидкость с кинематической вязкостью  

5 21.006 *10 /м с  втекает в трубу со скоростью 20 /U м с . Течение стационарное. 
 

 
Фигура  5 

 
На фиг. 5 представлены профили осевой скорости в начале и в конце трубы с диаметром 1м, 

полученные численным решением  на сетке 100х400 уравнений с нечетными степенными законами 
трения. Профиль осевой скорости в конце трубы характерен с профилем  m=9  на фиг. 1. Отросток 
не образуется. 

Из распределений скоростей в различных сечениях трубы, длина которой равна 15 калибрам,  
видно, что уравнения Навье с законом трения Ньютона при одних и тех же данных  не  реагируют 
на   вязкость  жидкости, пограничный слой практически отсутствует.  Расчеты проведены по схеме 
без «аппроксимационных вязкостей» (без схемной диффузии) для конвективных членов. Фиг. 6 
наглядно демонстрирует, что профили скоростей, полученные решением уравнений со степен-
ными  законами трения, идентичны результатам экспериментов фиг. 1, видно образование погра-
ничного слоя у стенки трубы. 
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Фигура 6 

 

  
 
ВЫВОДЫ 
 
Уравнения Навье являются моделью низкоскоростных течений. Гипотеза Стокса ошибочна, 

поэтому уравнения Стокса являются фальшивыми.  Уравнения со степенными законами трения 
показали совпадение с известными экспериментальными результатами. Очевидными 
достоинствами данных уравнений является  естественный вывод из законов физики и полное 
отсутствие каких-либо полуэмпирических констант, коих изобилие в полуэмпирических моделях.  
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ҚР БҒМ Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы қ., Қазақстан 

 
СТОКСА ЖƏНЕ НАВЬЕ ТЕҢДЕУЛЕРІНІҢ ГЕНЕАЛОГИЯЛАРЫ. 
ДƏРЕЖЕЛІК РЕОЛОГИЯЛЫҚ ЗАҢДАР ЖƏНЕ ТЕҢДЕУЛЕР 

 
Аннотация. Ньютон үйкеліс заңына жəне Навье теңдеулеріне физикалық негіздеу берілген. Стокс гипо-

тезасының жəне Стокс теңдеулерінің жалғандығы көрсетілген. Тұтас ортаның кернеулер тензорының жалпы 
жағлайда беттеспегендігі орнатылған. Тұтқырлы сұйықтықтардың ағыстарын модельдеу үшін дəрежелік 
үйкеліс заңдарын дəрежелері тақ көрсеткішті пайдалану физикалық негізделінген, сəйкес беттеспеген 
кернеулер тензоры жасалған жəне қозғалыс теңдеулері шығарылған.Осылай салынған модельдерде жар-
тылай эмпирикалық тұрақтылықтар жоқ. Ньютон үйкеліс заңы жəне тұтқырлы сұйықтықтардың қозғалы-
сының Навье теңдеулері дəреже көрсеткіші бірге тең болғандағы жеке дербес жағдайы екені көрсетілген. 
Жайманы ағып өту жəне дөңгелек кесіндікті құбырдағы ағыстардың сандық нəтижелері келтірілген. 
Дəрежелік үйкеліс заңдары бар теңдеулердің шешімдерін белгілі құбырдағы ағыстардың эксперименттік 
нəтижелерімен салыстырғандық қанағатты қалыптасулық жəне Навье теңдеулерінің шешімдерінің олардан 
шалқақтауы көрсетілген. Жылдамдық-қысым айнымалдарындағы теңдеулерді шешуге айырымдық схемалар 
қолдалынған. Сандық эксперименттердің адалдығы конвективтік мүшелерді беснүктелі шаблонда аппрокси-
мация жасауымен қамтылған, сондықтанда нəтижелерге «схемалық тұтқырлықтың» əсерлігі жойылады. 

Түйін сөздер: теңдеулер, тензор, үйкеліс, дəреже. 
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THEORETICAL STUDY OF THE COULOMB BREAKUP  
OF THE HALO NUCLEI 11 Be, 15С 

 
Abstract. The aim is to study the Coulomb breakup of halo nuclei in the framework of a non-stationary 

quantum-mechanical approach. Coulomb breakup of nuclei is one of the main tools in the study of the halo nuclei. 
Theoretical study of the halo nuclei with relevant planned experiments for the study of light nuclei in radioactive 
beams. 

Among the halo nuclei, the 11Be nucleus is of particular importance, since the relative simplicity of its structure 
allows for more accurate theoretical studies. In fact, the bound states of the 11Be nucleus can be described quite well 
as a 10Be nucleus and a weakly bound neutron. With good approximation, decay can be regarded as a transition from 
a two-particle bound state to a continuum due to a changing Coulomb field. In this paper, a numerical scheme for the 
expansion of the nonstationary Schrödinger equation into angular and radial grids was applied to the decay of the 
11Be nucleus on a 208Pb target at energies of about 70 MeV / Nucleon. 

Key words:Coulomb breakup, halo nucleus, neutron halo, the probability of breakup, the cross section of 
breakup, time-dependent Schrödinger equation 
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11 Be, 15С ГАЛО ЯДРОЛАРЫНЫҢ КУЛОНДЫҚ КҮЙРЕУІН 
ТЕОРИЯЛЫҚ ЗЕРТТЕУ 

 
Аннотация. Жұмыстың мақсаты гало ядролардың кулондық күйреу процесін бейстационар квант-

механикалық тəсілмен теориялық зерттеу.Ядролардың кулондық күйреуі гало ядроларды зеттеуші негізгі 
құралдардың бірі болып табылады. Гало ядролардың кулондық күйреуін теориялық зерттеу радиоактивті 
ядролар шоғырында жеңіл ядроларды зерттеуші тəжірибелерді жоспарлау жəне іске асыру үшін өзекті 
болып табылады.  

Гало ядролардың арасында 11Be ядросы ерекше мəнге ие, себебі оның құрылымының қарапайымдылығы 
неғұрлым дəл теориялық зерттеулер жүргізуге мүмкіндік береді. Шындығында, 11Be ядросының байланыс-
қан күйлерін 10Be ядросы мен əлсіз байланысқан нейтрон ретінде сипаттауға болады. Жақсы жуықтауда, 
ыдырау процесін айнымалы Кулондық өріс салдарынан қос бөлшектік байланысқан күйлерден континуумға 
ауысуы ретінде қарастыруға болады. Бұл жұмыста бейстационар Шредингер теңдеуін радиалдық жəне бұ-
рыштық торда сандық шешу тəсілдері энергиясы шамамен 70 МэВ/Нуклон11Be ядросының 208Pb нысанасы-
нан күйреуіне қолданылды. 

Түйін сөздер: кулондық күйреу, гало ядро, нейтрондық гало, күйреу ықтималдығы, күйреу қимасы, 
Шредингердің бейстационар теңдеуі. 
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Кіріспе. Гало ядролар өзекті кванттық жүйелердің бірі болып табылады. Осы ядроларда кейбір 
нуклондардың орташа орбиталық радиусы басқа нуклондардың ядролық өзараəсерлесу 
диапапазонынан артық болуы мүмкін. Гало ядролардың күйреуі олардың қасиеттерін зерттеу үшін 
маңызды құралдарының бірі болып табылады. Бұл реакциялардаснарядтың фрагменттерге 
жіктелінуі жайлы ақпарат гало бөлшектердің толқындық функцияларының қасиеттері туралы 
тұжырым жасауға пайдаланылуы мүмкін. Кулондық күйреу ерекше қызығушылық тудыру себебі- 
снаряд пен нысана арасындағы өзара ядролық əсерлесуінің толық анықталмағандығы маңызды [1]. 
Сондықтан да күйреу реакцияларының қимасын дəл анықтау үшін реакция механизмін дəл 
сипаттау маңызды. 

Гало ядролардың арасында 11Be жəне 15C ядролары ерекше қызығушылық тудырады. Олардың 
құрылымының қарапайымдылығына байланысты тəуелсіз екі дененің күйреуін сипаттау үшін 
қажетті толқындық функциялары арасындағы анықталмағандықты ескеруге қажетті күрделі 
есептеулерсіз зерттеуге болады. Шынында да, олардың байланысқан күйін нейтронмен əлсіз 
байланысқан қабат (кора) ретінде сипаттауға болады. Күйреуді байланысқан күйдегі екі бөлшектің 
кулон өрісі салдарынан континуумға көшу процесі деп жуықтауға болады [1]. Бұл ядролар 
кулондық күйреудіңжуықталған теорияларын тексеру үшін жақсы негіз болып табылады. 

Соңғы жылдары, кулондық күйреуді зерттеу үшін бірқатарəдістер əзірленді: ұйытқу 
теориясы[2-5], адиабаталық жуықтау[6,7], дискреттелген континуумдармен байланысқан 
каналдар[8-11] жəне Шредингердің үш өлшемді бейстационар теңдеуінсандық шешу əдістері [12-
18]. Мұнда біз соңғы əдіске тоқталамыз, яғни снаряд классикалық траекториямен қозғалады жəне 
оның өзара əрекеттесуі нысананың айналасында Кулондық жəне ядролық əрекеттесулері-
ніңөзгешілігінің нəтижесінде дамиды деп болжаймыз. Негізгі болжам моделі ретінде снаряд 
қозғалысының жартылай классикалық сипаттамасы жəне снарядтың ішкі құрылымын сипаттайтын 
басқа да моделдердің ортақ жинақталған сипаттамасы қолданылады. 

Бұл жұмыстаэнергиялары 70 МэВ/нуклон шамасындағы 11Be жəне 15С гало ядроларының 
кулондық күйреуі жартылай классикалық бейстационар Шредингер теңдеуін бұрыштық жəне 
радиалдық торда сандық əдіспен шешу арқылы сипатталады. Күйреу процесінде снарядтың 
толқындар шоғырының уақыттық эволюциясы көрсетіледі. Нысана мен снаряд арасындағы 
ядролық əсерлесулердің рөлі кулондық күйреудің көздеу параметрімен əрекетінің нəтижесінде 
талданады жəне бағаланады. Күйреу мен серпімсіз шашырау қимасы тəжірибелік мəліметтермен 
салыстырылып, талданады. 

Кулондық күйреуінің бейстационар əдісінің сипаттамасы. Нысана (массасы mt жəне 
заряды Zte) мен екі денеден тұратын снарядтың əсерлесуі кезіндегі күйреуін қарастырамыз. Снаряд 
нүктелік қабат (кора)(массасы mс жəне заряды Zсe)пен нүктелік фрагменттен( массасы mf жəне 
заряды Zfe) құралған. Тыныштықта тұрған снаряд үшін Шредингердің уақытқа тəуелді теңдеуін 
жазсақ: 

 ݅ħ
డ

డ௧
߰ሺݎ, ሻݐ ൌ ,ݎሻ߰ሺݐሺܪ ሻݐ ൌ ሾܪ଴ሺݎሻ ൅ ܸሺݎ, ,ݎሻሿ߰ሺݐ  ሻ (1)ݐ

 

Снарядтың гамильтонианыкелесі түрде жазылады: 
 

ሻݎ଴ሺܪ  ൌ െ
ħమ

ଶఓ
∆ ൅ ௖ܸ௙ሺݎሻ  (2) 

 

μ -ядро мен фрагменттің келтірілген массасы, r = (Ω, r) олардың арасындағы салыстырмалы 
координатасы жəне Vcf – ядро мен снаряд фрагменті арасындағы ішкі əсерлесу.Бұл кулондық жəне 
спин-орбиталдық бөліктен тұратын шынайы потенциал: 

 

 ௖ܸ௙ሺݎሻ ൌ ଴ܸሺݎሻ ൅ ۷ۺ ௅ܸூሺݎሻ  (3) 
 

Мұндағы L-орбиталды момент, I-фрагмент спині. Ядроның спинін Ic нөлгетең деп 
жуықтайтын болсақ, онда фрагмент спині I тұрақты болады. 

Уақытқа тəуелді потенциал келесі түрде беріледі:  
 

 ܸሺݎ, ሻݐ ൌ ௖்ܸሺݎ௖்ሻ ൅
௓೎௓೅௘మ

௥೎೅
൅ ௙்ܸ൫ݎ௙்൯ ൅

௓೑௓೅௘మ

௥೑೅
െ

ሺ௓೎ା௓೑ሻ௓೅௘మ

ோ
  (4) 
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мұндағы R(T) –нысананың снаряд массаларорталығына қатысты,уақытқа тəуелді орны. Ядро-
нысана жəне фрагмент-нысана координаттары сəйкесінше: 

 

ሻݐ௖்ሺݎ  ൌ ܴሺݐሻ ൅ ݉௙(5) ܯ/ݎ 
  

ሻݐ௖்ሺݎ  ൌ ܴሺݐሻ െ ݉௖(6)  ܯ/ݎ 
 

мұндағы M=mc+mfснарядтың массасы. Комплексті оптикалық потенциал VcTжəне VfTядро-нысана 
мен фрагмент-нысанасы əсерлесуінің нақты ядролық бөлігін сипаттайды.  

Есепті жеңілдету үшін,(4)-теңдеуде нүктелік кулондық əсерлесулер нақты көрсетіледі. Ядро-
нысанамен фрагмент-нысанасының кулондық əсерлесулерін ядролардың ақырғы өлшемдерін 
ескеріп, қосымша қиындықсыз шынайы форм-факторға ауыстыруғаболады. Снаряд тыныштық 
күйде тұрған кезде, нысана классикалық траекториямен қозғалады. Бұл траектория түзу сызық 
немесе Кулон траекториясы болуы мүмкін. Сонымен қатар бұл ядролық əсерлерді ескеретін 
траектория болуы мүмкін, бірақ бұл жағдайда оны қолданбағанымыз жөн. Бастапқы 
жылдамдықтыv жəне көздеу параметрінbдеп белгілейміз. 

Парциалды толқындық функция lj үшін снарядтың меншікті күйлері(байланысқан жəне 
шашыратылған күйлері) былай анықталады:  

,ܧ଴߶௅௝௠ሺܪ  ሻݎ ൌ ,ܧ௅௝௠ሺ߶ܧ  ሻ  (7)ݎ

Cнарядтың бұрыштық моменті jфрагменттің орбиталдық моментіL мен спинін I қосу арқылы 
табуға болады. Теріс энергетикалық күйлер нормаланған жəне оларне снарядтың физикалық 
байланысқан күйін немесе Паули принципі бойынша тыйым салынған күйлерді сипаттайды. Оң 
энергетикалық күйлер ядро – фрагментінің шашырауына сəйкес келеді. Бұлар жүйедегі ақырғы 
күйлерді талдау үшін қажет. Шашырауға сəйкес толқындық функциясыныңрадиалдық бөлігі 
келесі түрде нормаланған: 

 

 ܴ௟௝ሺܧ, ሻݎ ⇾ ,ܧ௟ሺܨሻܧ௟ሺߜݏ݋ଵሾܿିݎ ሻݎ ൅ ,ܧ௟ሺܩሻܧ௟ሺߜ݊݅ݏ  ሻሿ  (8)ݎ
 

мұндағы Fl, Glстандартты жүйелі жəне жүйесіз Кулондықфункциялары жəнеδl–фазалық ығысу 
[19]. 

Бастапқы шарт бойынша t = -∞ үшін жүйе негізгі күйде l0j0m0 жəне энергиясы E0 <0, сонда 
сəйкес толқындық функция: 

 	߰ሺ௠బሻሺݎ, െ∞ሻ ൌ ߶௟బ௝బ௠బ
ሺܧ଴,   ሻ  (9)ݎ

 

Уақытқа тəуелді ψ(m
0

)(r,t) толқындық функциясыm0шамасының əртүрлі мəндері үшін есептелуі 
тиіс.Сонымен қатар, сандық мəні белгіліb көздеу параметрінен де тəуелді болады. Энергия 
бірлігінде күйреудің ықтималдылығы келесі түрде анықталады: 

 

 
ௗ௉

ௗா
ሺܧ, ܾሻ ൌ ଶఓ

గħమ௞

ଵ

ଶ௝బାଵ
∑ ∑ | ൏ ߶௟௝௠ሺܧ, ߰|ሻݎ

ሺ௠బሻሺݎ, ൅∞ሻ ൐ |ଶ௟௝௠௠బ
  (10) 

 

мұндағы k толқындық сан. [20] .Толқындық сан снаряд меншікті күйінің шашыратылуының толық 
бұрмалануын да сипаттайды. Кулондық күйреу қимасы: 

 

  
ௗఙ್ೠ
ௗா

ሺܧሻ ൌ ׬࣊2
ࡼࢊ

ࡱࢊ

∞

૙
ሺܧ, ܾሻܾܾ݀  (11) 

Қозған nlj байланысқан күйге серпімсіз шашырау қимасы былай есептеледі:  
 
 σ௡௟௝ሺܧሻ ൌ ߨ2 ׬ ௡ܲ௟௝

∞

଴
ሺܾሻܾܾ݀	,  (12) 

мұндағы: 

 ௡ܲ௟௝ሺܾሻ ൌ
ଵ

ଶ௝బାଵ
∑ ∑ ห൏ ߶௡௟௝௠൫ܧ௡௟௝, ൯ห߰ݎ

ሺ௠బሻሺݎ, ൅∞ሻ ൐ |ଶ௠௠బ
  (13) 

 
Нақты кулондық күйреуінің ықтималдығы: 
 

 ∑ ௡ܲ௟௝ሺܾሻ ൅ ׬
ௗ௉

ௗா
ሺܧ, ܾሻ݀ܧ ൌ 1

∞

଴௡௟௝  (14) 
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Нəтижелер. Күйреудің көлденең қимасы 11Be снаряды үшін 208Pb нысанасында есептеледі. 
11Be(р,d)10Ве нейтрондарды көшіру реакциясы қозған ядролары бар моделдермен үйлесетін 
қималарды қамтамасыз етеді [20]. Зерттеу барысында нейтрондардың11Be ядросынан9Be ядросына 
көшуі негізгі күйдің шамамен 20% сəйкес келеді. 11Be жəне 15C ядроларының екеуі де тек қос 
байланысқан күйлері бар əлсіз байланысқан гало ядролар болып табылады. Бұл байланысқан 
күйлер кеңейтілген нейтронды орбиталарға ие. 11Be жəне 15C ядроларының айырмашылығы- 
байланысқан күйлер 11Be ядросында теріс жұптылыққа жəне 15С ядросында оң жұптылыққа ие 
болады. Сондықтан бұл ядролардың Кулондық қозулары басқаша болады. 

Кулондық қозу ықтималдықтары 15С ядросының 5/2+ күйі үшін 11Be ядросының 1/2- күйіне 
қарағанда аз болады, өйткені үстем ауысу E2 мультиполіне, ал 11Be үшін E1 ауысуына сəйкес 
келеді. Басқа айырмашылықтар ядролық эффекттерге қатысты.11Beүшін оптикалық потенциалдар 
көмегімен алынған ықтималдықтар барлық көздеу параметрлері кезіндегі таза кулондық 
əсерлесумен алынған ықтималдықтарға қарағанда əлдеқайда аз. 15С үшін аз Кулондық 
ықтималдықтар шамамен 10 фм кесу кезіндегі ядролық күшпен айтарлықтай күшейеді.  

Оптикалық потенциал көмегімен алынған күйреудің толық көлденең қималары 11Be үшін 
энергиялары 72 МэВ/нуклон кезінде 0.690b тең. 15С үшін қима энергиялары 68 МэВ/нуклон кезінде 
0.0164b тең.Екі гало ядросының күйреуінің көлденең қималары серпімсіз қималарға қарағанда 
мəні бойынша айтарлықтай жақын, өйткені екі ядрода да E1 ауысуы басым болады. Дегенмен,11Be 
қимасы осы ядроның байланыс энергиясының аз болуынан көбірек болады. Осы себептен қиманың 
максимум мəні төмен энергиялар кезінде болады [17]. 

Қорытынды. Уақыттан тəуелді Шредингер теңдеуі əртүрлі квазиклассикалық жуықтаудағы 
нысанасы бар ядролық жəне кулондық əсерлесудегі снарядтың ыдырауын бейнелейді. Бұл 
теңдеуді бұрыштық жəне радиалды торда шешудің сандық əдісі энергиялары шамамен 70 МэВ 
/нуклон кезіндегі 11Be гало ядросының күйреуіне қолданылған.  

Кеңейтілген радиалды торлар нысанамен əсерлескеннен кейінгі үлкен қашықтықтардағы 
толқындық функцияларды жақсы бейнелеу үшін қажет. 11Be ядросының 208Pb ядросына күйреуінің 
көлденең қимасы снаряд пен нысана арасындағы əсерлесудің ядролық бөлігін жақсы сипаттайтын 
оптикалық потенциалдар көмегімен есептеледі [18].  

11Be жəне 15C үшін серпімсіз қималар қозған күйлердің жұптылығының əсерінен əртүрлі 
болады. Күйреудің көлденең қималары 15С үшін 11Be қарағанда байланыс энергиясының көптігіне 
байланысты біршама аз болады. 

Гало ядролардың күйреуінің нақты сипаттамасы бейстационар Шредингер теңдеуін сандық 
шешу жолымен алынуы мүмкін, бірақ айтарлықтай шектеулермен. Бұл жұмыста бір нейтронды 
гало ядроларды сипаттайтын моделдер теориялық зерттелді жəне болашақта бұл əдісті стационар 
емес тəсілде екі нейтронды гало ядролардың күйреуін зерттеу үшін қолдану жоспарлануда.  
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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КУЛОНОВСКОГО РАЗВАЛА ГАЛО ЯДЕР 11 Be,15С 
 
Аннотация. Целью работы является теоретическое исследование процессов кулоновского развала гало 

ядер в рамках нестационарного квантово- механического подхода.Кулоновский развал ядер является одним 
из основных инструментов в изучении гало ядер. Теоретическое исследование гало ядер актуальны с 
планирующими экспериментами по изучению легких ядер на радиоактивных пучках.  

Среди гало ядер, ядро 11Be имеет особое значение, так как относительная простота его структуры позво-
ляет более точные теоретические исследования. В самом деле, связанные состояния ядра 11Be можно доста-
точно хорошо описать как ядро 10Ве и слабосвязанный нейтрон. С хорошим приближением, распад можно 
рассматривать как переход от двухчастичного связанного состояния к континууму из за изменяющегося 
Кулоновского поля. В данной работе численная схема разложения нестационарного уравнения Шредингера 
на угловые и радиальные сетки были применены к развалу ядра 11Be на мишени 208Pb при энергиях около 70 
МэВ/Нуклон. 

Ключевые слова: кулоновский развал, гало ядро, нейтронное гало, вероятность развала, сечение раз-
вала, нестационарное уравнение Шредингера. 
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DETERMINATION PROPERTIES OF HEAVY DECAY  
IN THE B(Bs) MESON IN THE FRAMEWORK  

OF THE RELATIVISTIC CHARACTER OF THE INTERACTION 
 
Abstract. Considering the surge of great interest to the problem of CP violation recently observed in a s sB B  

system, decays of sB  to sD D  and color suppressed decay /sB J  attracted the attention of both theorists 

and experimentalists. Using the available experimental data on two-particle radiative decays of pseudoscalar and 
vector mesons, made a global fit and the parameters of the model.  

Key words: s sB B  system, mesons, global fit, decays of sB
, radiative decays of pseudoscalar and vector 

mesons. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СВОЙСТВ ТЯЖЕЛОГО В (BS) - МЕЗОНА  
В РАМКАХ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ХАРАКТЕРА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

 
Аннотация. В свете интереса к СР-нарушению в системе s sB B  которое экспериментально 

наблюдается, а также связанными с этой проблемой нелептонные распады sB -мезона в sD D -пары и 

подавленный по цвету распад /sB J  , изучены свойства sB -мезона в развитом подходе. Используя 

имеющиеся экспериментальные данные по двухчастичным радиационным распадам псевдоскалярных и 
векторных мезонов, выполнен глобальный фит и определены параметры модели.  

Ключевые слова: sB -мезоны, sD D -пары, мезоны, векторные мезоны, нелептонные распады, 

двухчастичные радиационные распады, псевдоскалярные мезоны. 
 
В данной работе исследовали редкие распады тяжелых мезонов. Тяжелый распад В-мезонов 

является одной из важных исследований при изучении новых экзотических состояний, нарушении 
СР-инвариантности и.т.д. Одной из актульных проблем современных исследований микромира 
является изучение структуры квантовых систем. В 20-ом веке в этом направлении проведено 
много исследований. Практически каждое открытие в данной области нашло практическое 
применение и дало возможность создания современных высоких технологий. Так, например, 
открытие структуры атома стало толчком в развитии микроэлектроники, а открытие структуры 
ядра и понимание взаимодействия нуклонов привело к созданию атомной электростанций, т.е. к 
новому источнику энергии. В настоящий момент в международных крупных научных центрах 
мира, интенсивно изучают структуру, образование и взаимодействие адронов. Появились 
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многочисленные международные коллаборации по этим направлениям. В частности, Большой 
адронный коллайдер (БАК) в ЦЕРНе (Женева, Швейцария) работает именно над изучением 
структуры адронов, природы их взаимодействия и над проверкой предсказаний стандартной 
модели. В связи с возросшей точностью измерений, возрос интерес к изучению редких распадов 
тяжёлых адронов-адронов, имеющих в своём составе один или два тяжёлых кварка ("bottom" и/или 
"charm"). Их изучение позволит определить значения параметров стандартной модели, таких как 
матричные элементы матрицы Кабиббо-Кобаяши-Маскава и параметры CP-нарушения. 
Интригующим моментом экспериментальных исследований является также поиск возможных 
проявлений новой физики, лежащей за пределами стандартной модели. В частности, для этой цели 
весьма интересными оказались редкие распады B и Bs мезонов, идущие с изменением b—
флэйвора. 

Основная сложность при теоретическом описании свойств адронов и тем, более экзотических 
состояний состоит в необходимости использования непертурбативных методов, т.е. выхода за 
рамки теории возмущений квантовой хромодинамики (КХД). Как правило, данные методы 
сводятся к построению моделей, которые, с одной стороны, отражают основные свойства КХД, а с 
другой стороны позволяют производить расчёты матричных элементов реальных физических 
процессов в непертурбативной области.  

Данная статья посвящена теоретическому изучению свойств sB  – мезона расчёту матричных 

элементов и ширин редких распадов нейтральных странных В-мезонов в рамках релятивисткой 
модели кварков.  

 
1 Релятивистский характер взаимодействия 
 
Ковариантная модель кварков является эффективным квантовополевым подходом к адронным 

взаимодействиям, основанным на лагранжиане взаимодействия адронов с их составляющими 
кварками. Знание соответствующего интерполирующего кваркового тока позволяет вычислять 
самосогласованным образом матричные элементы физических процессов. Отличительной 
особенностью данного подхода является то, что многокварковые состояния, такие как барионы 
(три кварка), тетракварки (четыре кварка) и т.д., могут быть рассмотрены и описаны на том же 
уровне строгости, как и простейшие кварк-антикварковые системы (мезоны). Константы связи 
адронов с их интерполирующими кварковыми токами определяются из условия связности 0HZ  , 

предложенного в [1, 2] и в дальнейшем используемого во многих разделах физики частиц [3]. 
Здесь HZ  есть константа перенормировки волновой функции адрона. Матричные элементы 

физических процессов определяются набором кварковых диаграмм, которые строятся в 
соответствии с 1/ cN – разложением.  

В ковариантной модели кварков эффективным образом вводится инфракрасное обрезание в 
пространстве параметров Фока – Швингера, по которым проводится интегрирование в выражениях 
для матричных элементов. Такая процедура позволяет устранить все пороговые сингулярности, 
соответствующие рождению кварков, и тем самым гарантировать конфайнмент кварков. В модели 
отсутствуют ультрафиолетовые расходимости, благодаря вершинным адрон-кварковым 
формфакторам, которые описывают нелокальную структуру адронов. Ковариантная модель 
кварков содержит несколько свободных параметров: массы конституэнтных кварков, параметр 
инфракрасного обрезания, который характеризует область конфайнмента, и параметры, которые 
описывают эффективный размер адронов. 

Основной идей теоретических исследований в области тяжелых кварков является отделение 
вклада малых расстояний, описание которых возможно в рамках пертурбативной квантовой 
хромодинамики (КХД), от вкладов больших расстояний, для описания которых необходимо 
привлекать непертурбативные методы. Наиболее популярным и простым методом является так 
называемая наивная факторизация, основанная на выводе эффективных слабых гамильтонианов, 
которые описывают слабые переходы кварков и лептонов. Эффективные гамильтонианы слабых 
взаимодействий представляют собой набор локальных кварк-кварковых и кварк-лептонных 
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операторов, умноженных на так называемые коэффициенты Вильсона [4]. Коэффициенты 
Вильсона характеризуют динамику малых расстояний и могут быть оценены пертурбативными 
методами с помощью операторных разложений. При вычислении матричных элементов локальных 
операторов между начальными и конечными состояниями требуется использовать 
непертурбативные методы. При этом, необходимо знать, каким образом адроны построены из 
кварков. Технически, любой матричный элемент локального оператора может быть выражен через 
набор лоренцевых структур, умноженных на скалярные функции, которые зависят от 
кинематических переменных. Данные скалярные функции называются формфакторами. 

Помимо наивной факторизации существуют более продвинутые методы отделения вкладов 
малых и больших расстояний. Это так называемая КХД факторизация и эффективная теория SCET 
(Soft-Collinear Effective Theory). Эти подходы выводят теоремы факторизации, которые позволяют 
дать систематическое описание того или иного процесса в терминах "мягких" и "жестких" 
матричных элементов [5-8]. 

Существует достаточно много теоретических подходов для вычисления необходимых 
адронных формфакторов. Упомянем некоторые из них. Считается, что наиболее модельно-
независимым подходом является подход правил сумм КХД на световом конусе [9-10]. В рамках 
правил сумм на световом конусе можно вычислить формфакторы лишь в области достаточно 
малых переданных импульсов (или больших отдач). Вычисленные формфакторы затем 
экстраполируются в область больших переданных импульсов (или малых отдач) с помощью 
полюсных аппроксимаций. В [11] был разработан систематический подход для описания редких 

распадов *B K l l   в области малых отдач с помощью эффективной теорией тяжелых кварков. 
Подробный анализ распадов с малой отдачей с использованием данного подхода позднее был 
проделан в работе [12,13]. 

 Приведем несколько модельных подходов для вычисления форм-факторов, основанных на 
иных принципах, нежели подход правил сумм на световом конусе. Это-: 

- уравнения Дайсона-Швингера в КХД [14]; 
- модель конституэнтных кварков с использованием дисперсионных соотношений [15-16]; 
- релятивистская кварковая модель с использованием потенциалов [17]; 
- релятивистская потенциальная модель КХД [18, 19]; 
- правила сумм КХД [20, 21]; 
Следует подчеркнуть, что в рамках ковариантной кварковой модели адронные формфакторы 

могут быть вычислены во всей кинематической области импульсных переменных. 
 

 1.1 Эффективный лагранжиан, условие связанности и инфракрасный 
конфайнмент. 

Взаимодействие мезона 1 2( )H q q  с его составными кварками 1q  и 2q  описывается 

эффективным лагранжианом [22]  
 

 int 1 2 1 2 2 2 1 1( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) . .
qqH H H HL x g H x dx dx F x x x q x q x H c       (1.1) 

H  - матрицы Дирака или строки матрицы Дирака, которые проектируется на спиновое квантовое 

число мезонного поля ( )H x . В данном случае, структура Дирака для псевдоскаляр-ного мезона 
5  для векторного мезона 

 . Функция HF  связано со скалярной частью амплитуды Бете-
Солпитера и характеризует ограниченный размер мезона. Чтобы удовлетворить трансляционной 

инвариантности скалярная функция HF  должен удовлетворить соотношения 

H 1 2 1 2F ( , , ) ( , , )hx a x a x a F x x x     для любых четырех векторов a . Конкретные формы, 

которая удовлетворяет трансляционной инвариантности записывается в виде 
 

 
2

1 2 1 1 2 2 1 2( , , ) ( ) (( ) )H HF x x x x w x w x x x       (1.2) 
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где, H  корреляционная функция двух конституэнтных кварков с массами 
21

, qq mm  и 

отношения масс 
21 qq

q
i mm

m
w i


 . 

Константа связи в формуле (1.1) ограничена так называемым условием связанности, 
использовался в работе [22]. Для выполнения условии связанности необходимо равенство нулю 

константа перенормировки элементарного мезонного поля )(xH : 

 0)('
~

4

3
1 2

2

2

 HH
H

H m
g

Z


 (1.3) 

где H'
~  - производная от массового оператора мезона. Чтобы выяснить физический смысл 

условии связанности в формуле (1.3), для начала напомним, что константа перенормировки 
2/1

HZ  
может также интерпретироваться как матричный элемент между физическим и соответствующий 

ему «голым» состоянием. Условие 0HZ   означает, что физическое состояние не содержит 

«голых» состоянии и соответственно описывается как связанное состояние. Лагранжиан 
взаимодействия уравнения (1.1) и соответствующие свободные части лагранжиана описать как 
составляющих (кварков) и физических частиц (адронов), которые рассматриваются как связанные 
состояния кварков. В результате взаимодействия, физические частицы «одет», т.е. его масса и 
волновая функция должна быть перенормирована.  

В более знакомой обстановке, условие связанности 0HZ   гарантирует правильную 

нормировку заряда заряженных частиц при нулевой передачи импульса. В этом можно убедиться с 
помощью идентичности, касающиеся производной свободно-кваркового пропагатора (с петлевым 

импульсом pk  ) с электромагнитной   связью к тому же пропагатору в точке с импульсом 

равной нулю. Идентичность записывается в виде 

 
pkmpkmpkmp qqq 




 111
   (1.4) 

Левая сторона уравнения (1.4) нормируется в связи с условием связанности, следовательно, 
правая сторона также нормирована.  

Условие 0HZ  также эффективно исключает конституентные степени свободы из 
пространства физических состояний. Конституенты существуют только в виртуальном состояниях. 
Одним из следствий условии связанности является отсутствие прямого взаимодействия «одетых» 
заряженных частиц с электромагнитным полем. Принимая во внимание так трехуровенной 
диаграммы, как и диаграммы с вставками собственной энергии во внешние концы (т.е. 

деревообразная диаграмма 1HZ ) дает общий фактор HZ , который равен нулю. 
В случае псевдоскалярных и векторных мезонов, производная массового оператора мезона, 

входящий в уравнение (1.3) может быть вычислена из однопетлевой двухточечной функции, 
заданной 
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где )(
~ 2kН   фурье-образ вершинной функции ))(( 2

21 xxН  , )(kSi  пропагатор 

свободных кварков выражается в следуюшем виде 
  

 
km

kS
iq

i 


1
)(   (1.6) 

и 
iqm  эффективная конституентная масса кварка.  

Для удобства в вычислениях, выбирем простую гауссовскую форму вершинной функции  
  

 )/exp()( 222
HH kk    (1.7) 

где параметр Н  характеризует размер соответствующего связанного состояния мезона H. 

Поскольку 
2k  превращается в 

2
Ek  в евклидовом пространстве, форма (1.8) имеет 

соответствующий спад поведения в евклидовой области. Подчеркнем, что любой выбор для H 
является соответствующим, если он падает достаточно быстро, в ультрафиолетовой области 
евклидова пространства, чтобы сделать соответствующую диаграмму Фейнмана ультрафиолетово-
конечным.  

Технические детали одно-петлевой интеграции, например, в формуле (1.6) можно найти в 
работе. [10]. Ометим, что мы используем представление Швингера,чтобы написать локальный 
пропагатор кварков 

 



0

)( 22

)()( kmedkmkS    (1.8) 

 

В показателе появился импульс петли, который позволяет очень эффективно бороться с 
тензорным петлевым интегралом путем преобразования петлевого импульса в производные 

 
kr

i

kr
i e

r
ek 22

2

1








  (1.9) 

 

Мы написали программу FORM [23], которая дает возможность достичь необходимой 
коммутации дифференциальных операторов эффективным способом. 

После выполнения петлевой интеграции, получимя  
 

 



0

1 )...,( n
n Fd   (1.10) 

 

для данной диаграмм Фейнмана П, где F обозначает всю структуру данной диаграммы. Массовый 
оператор в уравнении (1.5), имеет три пропагатора, и, таким образом, имеется три параметра 

Швингера )3,2,1( ii . Для переходных форм факторов, которые будут обсуждаться в 

дальнейшем, нужны еще три пропагатора ведущих снова к 3п .  
Далее, вкратце опишем, как инфракрасный конфайнмент реализован [22] для кварковых 

петель. Во-первых, отметим, что набор параметров Швингера i  могут быть превращены в 
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симплексы введением дополнительного t интегрирования 
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i
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который приводит к  
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В данном случае есть в целом n численного интегрирования: (n-1) – интегрирования по 
параметрам α и интегрирование по размерному параметру t. Очень большая t область 
соответствует области, где начинают появляться сигулярности диаграммы с локальным кварковым 
пропагатором. Однако, как описано в работе [22], если ввести инфракрасный обрез на верхнем 
пределе t интегрирования, все сингулярности исчезают, так как интеграл в данном случае является 
аналитической при любом значении кинематических переменных. Мы отрезали верхнее 

интегрирование в 
2/1   и получили 
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Вводя инфракрасное обрезание, мы сняли все возможные пороги в кварк-петлевой диаграмме, 
т.е. кварки никогда не выходят за пределы, таким образом, фактический выполняется принцип 

конфайнмента. Параметр обрезания   выбирается таким, чтобы он был одинаков для всех 
физических процессов, то есть инфракрасный параметр является универсальным. Численные 
вычисления интегралов было сделано с помощью программы, написанная на Фортране. 

 
1.2. Формфакторы переходов P-P, P-V 
  
Прежде всего мы дадим определение формфакторов переходов псевдоскаляр-псевдоскаляр и 

псевдоскаляр-вектор: 
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Используем обозначения 21 ррР   и 21 ррq  . Для векторных мезонов на массовой 

поверхности 022  p . И для всех мезонов .22
ii mp   Поскольку имеются три вида кварков, 

участвующих в переходе, мы ввели два индекса: 
qjqi
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m
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
 , )3,2,1,( ji  так, что 

1 jiij ww . Формфакторы в уравнении (1.17) удовлетворяют условию )0()0(0  аа , 

которые гарантирует, что кинематическая сингулярность не возникает в матричном элементе при 

02 q . Для полноты картины мы даем связь наших формфакторов с определениями, 
используемыми в ряде других работ, [10]. Эти соотношения имеют следующий вид: 
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Форм факторы (1.18) удовлетворяют следующие ограничения  
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На рис. 11-a,b,c,d мы проводим поведение формфакторов, вычисленных в рамках 

ковариантной кварковой модели во всей кинематической области 
2
max

20 qq  . 

Как было предложено в работах [8, 9], можно проверить насколько хорошо формфакторы, 
вычисленные в ковариантной кварковой модели, удовлетворяют трем соотношениям при малой 

отдаче, полученными в работе [11] для трех пар формфакторов ),( 1 VT , ),( 2 AT , ),( 23 AT . 
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Эти соотношения в пределе симметрии тяжелых кварков и при малой отдаче све должны быть 

порядка )/ln()3/(2(1 bm , т.е. близко к 1. Из рисунков 1, 2 следует, что также как и 

экстраполированные формфакторы в правилах сумм на световом конусе, фромфакторы, 

полученные в ковариантной кварковой модели, удовлетворяют достаточно хорошо в случае 1R  и 

2R . Согласие на очень хорошее в случае отношения 3R . 
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Рисунок 1 -  Результаты для форм факторов, определенных уравнениями (1.14) и (1.15). Левая панель для B  

перехода, правая панель для KB  перехода. Для сравнения приведены кривые работы по LCSR [9] 
 

 
Рисунок 2 - Результаты для отношений формфакторов, определенных в уравнении (1.20) для *В K  перехода 
 
Заключение 
Используя имеющиеся экспериментальные данные по двухчастичным радиационным 

распадам псевдоскалярных и векторных мезонов, а так же имеющиеся экспериментальные данные, 
так и результаты решеточных вычислении для констант лептонных распадов, был выполнен 
глобальный фит. Затем вычислили формфакторы переходов ( ) ( )sB B P V  во всей киематической 

области квадрата переданого импульса.  
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С.А. Жаугашева, Г.Г. Сайдуллаева, Г.С. Нурбакова, Н. Хабыл, М.М. Турарбекова  

əл-Фараби атындағы Қазақ Ұлттық университеті, Алматы 

В(Bs) МЕЗОННЫҢ АУЫР МЕЗОНДАРҒА ЫДЫРАУ ҚАСИЕТІН  
РЕЛЯТИВИСТІК ƏСЕРЛЕСУІН ЕСКЕРЕ ОТЫРЫП АНЫҚТАУ 

 

Аннотация. Тəжірибеде байқалған s sB B  жүйедегі СР-бұзылуы жəне лептондық емес sB -мезонаның sD D -

жұпқа жəне түспен басылған ыдырауы /sB J   қазіргі таңда қызығушылық танытуда, sB -мезонның ыдырауы 

релятивистік кварктық модельде зерттелген. Псевдоскалярлы жəне векторлық мезондардың радиациялық екібөлшекке 
ыдырау нəтижелерін тəжірибеден ала отырып ғаламдық фит жасалынды жəне моделдің параметрлері анықталды.  

Түйін сөздер: sB -мезондар, 
sD D -қосақтар, мезондар, векторлық мезондар, бейлептондық ыдыраулар, ғаламдық 

фит, псевдоскалярлы жəне векторлық мезондар.  
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Институт математики и математического моделирования, Алматы 

 

О РАЗРЕШИМОСТИ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ - 
НЕЙМАНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 
  
Аннотация. Для эллиптического уравнения l2 го порядка с постоянными (и только старшими) 

вещественными коэффициентами рассмотрена краевая задача, заключающаяся в задании нормальных 
производных 1)( jk го порядка, lj ,1,=  , где lkk <<1 1  . При jk j =  она переходит в 

задачу Дирихле, а при 1= jk j  – в задачу Неймана. Получено достаточное условие фредгольмовости 

этой задачи и приведена формула ее индекса. 
Ключевые слова: эллиптические уравнения, нормальные производные, задача Дирихле-Неймана, 

разрешимость задачи. 
MSC 34B705, 35J25, 47E05. 
 
Постановка задачи. Рассмотрим в области D на плоскости эллиптическое уравнение 2l-го 

порядка 

 fLu   (1) 

с дифференциальным оператором 

 

  
 

 








l

r lkr
rrk

k

rkrrl

l

r
yx

xa
yx

aL
2

0 120
2

2

 

с коэффициентами Rar   и  DCark
 , 10   . 
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Область D  предполагается односвязной и ограниченной гладким контуром  класса 
,2lC . 

Условие эллиптичности заключается в том, что 02 la  и корни характеристического многочлена 

  l
l zazaaz 2

210 ....  не лежат на вещественной оси. Таким образом, 

 
       

 m

k

lm

k k
l

kl

k
k zvzaz

1 12  ,  (2) 

где корни i  попарно различны, лежат в верхней полуплоскости и их суммарная кратность 

mll  ...1  равна l . 

Обобщенная задача Дирихле - Неймана заключается в отыскании решения  yxu ,  уравнения 

(1) в области D по краевым условиям 

 

jk

k

g
n

u
j

j











1

1

, lj ,...,1 ,  (3) 

 

где 12...1 21  lkkk l  и 21 innn  означает единичную внешнюю нормаль. 

Нормальная производная k - го порядка здесь понимается как граничный дифференциальный 
оператор 
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0
2121 . 

 

При jk j   эта задача отвечает задаче Дирихле, а при 1 jk j  ее естественно назвать 

обобщенной задачей Неймана. Для полигармонического уравнения последняя задача была изучена 
А.В. Бицадзе [1]. Другой вариант задачи Неймана, основанный на вариационном принципе, был 

ранее предложен А.А.Дезиным [2]. При 0kra  и 0f  задача (1), (3) была рассмотрена в 

работе [3]. 

Поскольку по предположению
,2lC , функции 21,nn  и, значит, коэффициенты 

граничных дифференциальных операторов (3) принадлежат классу   ,12lC . Решение 

уравнения (1) ищется в классе  DC l ,2
, соответственно его правая часть f  должна 

принадлежать  DC 
, а функции jg  в краевом условии (3) - классу   ,12 jkl

C . 

С уравнением (1) свяжем ll 22  матрицу 
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



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
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

122,210 ...

1...000

.......

0...100

0...010

ll aaaa

A  (4) 

 
которая представляет собой так называемую фробениусовую нормальную форму [4] и ее 
жорданова нормальная форма полностью определяется своим характеристическим многочленом 

(2). Более точно, ее жорданова матрица J
~

 имеет блочно- диагональную структуру 

 JJdiagJ ,
~  ,  mJJdiagJ ,...,1 с клетками Жордана 
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Матрицу 
llCB 22~  , приводящую A  к жордановой форме J

~
, можно описать явно. С этой 

целью удобно ввести следующее обозначение. Пусть некоторый n - вектор 

      zgzgzg n,...,1  аналитичен в окрестности точек m ,...,1 . Тогда исходя из разбиения 

mlll  ...1 , фигурирующего в (2), можем ввести блочную ln - матрицу 

      mggmg WWW  ,...,,..., 11  , где матрица   kln

kg CW


 составлена из вектор-

столбцов 

 

     
   .

1

1
,...,, 1

k
l

k
kk

kg
l

gg  


  

Применим это обозначение к l2 - столбцу    ,,...,,1 12  lzzzh пологая 
 

   ll
mh CWB  2

1,...,  (6) 

Утверждается, что блочная матрица  BBB ,
~   обратима и имеет место равенство 

 JBAB
~~~ 1 

. (7) 

В самом деле, по определению (6) матрицу B
~

 можно записать в виде 

 mmhW  ,...,,,..., 11  и ее определитель, известный как обобщенный определитель 

Вандермонда, отличен от нуля [5]. Что касается равенства (7), то оно равносильно соотношению 

    JWAW mhmh  ,...,,..., 11  , 

или, в терминах столбцов матрицы W , соотношениям 
 

    kkk hAh   , 
           ,1

k
j

k
j

kk
j jhhAh   11  klj . 

 

Из определения (4) видно, что действие матрицы A  на вектор  zh  дает вектор Ahh 
~

 с 
компонентами 

 
      .

~
,

~
,...,

~ 12

0 ,22
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121  


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j
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jll
l

l zazhzzhzzh  

Согласно (2) имеем равенства 
    0k

j  , 10  klj , так что 

 

       

kz

j
k

j zzhh






~

, 10  klj , 

откуда соотношения (7) получаются непосредственно. 

Обозначим          ,12
21

lCtietete  единичный касательный вектор к контуру   

в точке t , связанный с вектором  tn  внешней нормали равенством ine  , и введем ll 2  

матрицу- функцию  jkCC  , элементы которой определяются из соотношений 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
98  

 
    

 l

k

kklk
jk

jj zeezeezC
2

1

1
12

2
21

1
, lj 1 ,  (8) 

 
Основной результат. Сформулируем теперь основной результат о фредгольмовой 

разрешимости рассматриваемой задачи. Как обычно, под фредгольмовостью и индексом задачи 
понимаются аналогичные понятия для отвечающего ей оператора 

 
       

l

j

kll jCDCDC
1

,12,2 
.  (9) 

Напомним, что определенные выше прямоугольные матрицы C  и B  имеют размеры, 

соответственно, ll 2 и ll 2 , так что можно ввести ll   матрицу – функцию    BtCtG  , 

t . 
Теорема 1. В предположении 
 

   0]det[ BtC , t , 

задача (1), (3) фредгольмова в пространстве  DC l ,2
 и ее индекс  дается формулой  

 

  22]det[arg
1

lCB 


, (11) 

где приращение непрерывной ветви аргумента на контуре  осуществляется против часовой 
стрелки. 

Доказательство. Пусть условие (10) выполнено. Покажем, что тогда оператор (9) исходной 
задачи фредгольмов и в обозначениях (10) его индекс  дается формулой (11). 

Теперь обратимся к матрице CB . Напомним, что ll 2  матрица B , фигурирующая в (10), 

определяется равенством (6) по отношению к l2 - вектору    12,...,,1  lzzzh . Из определения 

(8) элементов матрицы  tC  видно, что она зависит только от единичного касательного вектора 

     tietete 21   в точке t , этот факт можно записать в виде    ][0 teCtC  . Когда 

точка t  пробегает контур  , вектор  te  описывает единичную окружность 0  против часовой 

стрелки, поэтому условие (10) равносильно  

 
  0]det[ 0 BtC , 0e , (12) 

и, соответственно, для величины  в (11) имеем выражение 

 

  2
0 2]det[arg

1

0

lBC 


  (13) 

Из утверждения a) леммы, приведенной в [5], следует, что матрица    mhWeC  ,...,10  

совпадает с  mpW  ,...,1 , где  heCp 0 . Таким образом, l - вектор p  представляет собой 

многочлен  zep , , составленный из компонент (2.11), и следовательно, 

 
 mpWBC  ,...,10  ,    

1

21

1212
21,
















jk

l
j zee

zee
zeezep .  (14) 

Таким образом, условие (12) фредгольмовости задачи (1), (3) не зависит от контура   и 

определяется только характеристическим уравнением (2) и набором lkkk l 2...1 21   

натуральных чисел. 
Утверждения b), c) леммы [5] позволяют связать определитель матрицы W  с некоторыми 

операциями. 
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Лемма 1. (a) Пусть вектор - функция  lggg ,...,1  и скалярная функция   аналитичны в 

окрестности точек m ,...,1 . Тогда  

 

      mg

m

j

l
jmg WW j  ,...,det,...,det 1

1
1 



 . 

(b) Пусть скалярная функция   аналитична в окрестности точек m ,...,1 , причем 

  0 j , mj 1 , и    ji    при ji  . Пусть вектор- функция  lhhh ,...,1  

аналитична в окрестности точек    m ,...,1 . Тогда  

 

           



m

j
mh

ll
jmhow WW jj

1
1

2/1
1 ,....,,...,  . 

Полагая 

 

 
zee

zee
ze

21

12,



 ,   1 jk
jg  , lj 1 , (15) 

представим многочлены (14) в виде       zegzeezep l
j ,, 12

21  . Тогда на основании 

леммы 1 

 
     g

m

j

lll
jp WeeW jj detdet

1

2
21 

 . 

Так что условие (12) равносильно 

 
     0,,...,,det 1 mg eeW  , 0e   (16) 

и равенство (13) переходит в 

   
00

1 21
2 arg

2
2]det[arg

1


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
 
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Поскольку 

 

  1arg
2

1

0

21 


ee j


,  (17) 

отсюда окончательно 

 

    











  



m

j jmg lleeW
1

22
1

0

,,...,,detarg
2

1
2 


.  (18) 

C помощью предложения d) леммы [5] определитель матрицы gW  в (15), (16) и величину 

 g  можно вычислить явно в каждом из следующих двух случаев: 

     a  11  jj kk , ,1 lj   

   b  1m ,  1 .  (19) 

 

Случай  a  означает, что 11  jkk j , а случай  b  соответствует одному корню 

 1  в (2). 
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Теорема 2. В каждом из случаев (19) задача (1), (3) фредгольмова и ее индекс равен нулю. 
Доказательство. Из предложения d) леммы [5] непосредственно следует, что 

 
       

  m

j ji
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jmg

jijW
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1
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1,...,det   

в случае  a  и 

 
  s

g cW  det ,   
 l

j j jks
1

 

в случае  b  с некоторой постоянной 0c . В обозначениях (15) для  ii s  ,  разность 
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ji
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2121

,,
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
 , 

поэтому условие (16) выполнено в обоих случаях. C учетом (17) и очевидного равенства 

 
   0,arg

0


je   

приходим к выражению 

 

      


 m
lllleeW

j jji jimg 1
22

1 2,,...,,detarg
2

1

0




 

в случае )(a  и   0 g в случае )(b . Поскольку ll 1  при 1m , предыдущее равенство 

можно использовать для обоих случаев, что совместно с (18) приводит к 0 . 

Удобно от матрицы gW  в (16) перейти к аналогичной матрице qW , где q  связан с вектором 

g  в (15) соотношением     qg k 11 . В явном виде 

 
  js

jq   , 1kks jj  , lj 1 . (20) 

Согласно лемме 1 )(a  определители этих матриц связаны равенством 

 

  
 m

j q
kl

jq WW j

1

1
detdet 1 , 

так что в формулах (16), (18) можно g  заменить на q . 

Теорему 2 дополним случаем 2m , 12 /1   . C этой целью обозначим  0  образ 

единичной окружности 0  при отображении   ,ee  , где 0Im1   . Очевидно, при 

i  этот образ состоит из одной точки i , поэтому можно считать i . Полагая 

12 / eet   и переходя к дробно -линейной функции 

 


t

t





1

 (21) 

убеждаемся, что )(0   является окружностью, лежащей в верхней полуплоскости. Эта 

окружность проходит через точки  , /1  и имеет своим центром точку 

 



Im2

1
2

0


 i  (22) 

Важно отметить, что эта окружность всегда охватывает точку i . 

В самом деле, как показывает прямая проверка, при  i , 01   , разность 
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      222222222

0
2

0 112   i  

совпадает с положительной величиной   22 14   . 

Теорема 3. Пусть 2m ,  1 , 12 /1    и натуральное r  выбрано столь большим, 

что 

 
      /1,det  q

r
s WP ,  11,...,  lsss , (23) 

является многочленом. Тогда условие (16) равносильно тому, что 

   0sP ,    .  (24) 

 При выполнении этого условия индекс  задачи дается формулой 

   214 llns   , (25) 

где  sn  есть число корней многочлена sP  (с учетом их кратности), лежащих внутри 

окружности  0 . 

Доказательство. Воспользуемся тем, что преобразование   коммутирует с  /1 , т.е. 

    ,/1/1, ee  . Поэтому  

          ,/1,,det,,,det 21 eeWeeW qq  , 

В соответствии с (23) отсюда следует, что условие (16) равносильно    0,  ePs , 0e
, т.е. отсутствию корней j  многочлена sP  на окружности  0 . При выполнении этого условия 

 

      


 0
0

arg
2

1
,,,detarg

2

1
21 



 sq PeeW .  (26) 

Запишем далее  sP  в произведение линейных множителей j   и заметим, что 

 

    
 










 ,,0

,,2
,arg

2

1

0

0

0 




 D

D
e

j

j

j  

где  0D  означает открытый круг с границей  0 . 

В самом деле, при возрастании Rt  точка   в (21) обходит окружность  0  по часовой 

стрелке. Поскольку 12 / eet   не меняется от замены e  на e , отсюда заключаем, что при 

обходе 0e  против часовой стрелки точка   ,e  двукратно обходит окружность  0  

по часовой стрелке. 
Суммируя равенства (26) по всем j , приходим к заключению, что левая часть (26) совпадает с 

 snc 2 . Поэтому для 21 lll   формула (18) переходит в (25), что завершает 

доказательство теоремы. 
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Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы 
 

ЖОҒАРҒЫ РЕТТІ ЭЛЛИПТИКАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН ЖАЛПЫЛАҒАН  
ДИРИХЛЕ - НЕЙМАН ЕСЕБІНІҢ ШЕШІЛІМІ ТУРАЛЫ 

 
Аннотация. Тұрақты нақты коэффициентті 2l - дəрежелі эллиптикалық теңдеу үшін,  1jk шы 

дəрежелі нормал туындысы бар шеттік есеп қарастырылды, мұндағы lj ,...,1 , lkk  ...1 1 . jk j   

болған кезде Дирихле есебіне көшеді, ал 1 jk j  болғанда Нейман есебіне көшеді. Осы есептің 

фредгольмдылығының жеткілікті шарты алынды жəне оның индексінің формуласы көрсетілді.  
Түйін сөздер: эллиптикалық теңдеулер, нормал туындылар, Дирихле-Нейман есебі, есептің шешілуі. 
MSC 34B705, 35J25, 47E05. 
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MECHANICAL-MATHEMATICAL MODEL OF KINEMATICS 
IN THE ASTHENOSPHERE UNDER THE INFLUENCE  

OF RISING MENTAL SUBSTANCES 
 
Abstract. The article considers a model investigation of tectonic processes occurring in the peripheral layers of 

the Earth under the influence of magmatic substances, rising from the lower layers along the so-called "narrow" 
channels formed in the Earth crust interior. A mechanical-mathematical model of tectonic movements is proposed in 
which asthenosphere substances and rising magmatic substances are considered as strong-viscosity liquids for which 
Reynolds numbers are sufficiently small. The corresponding mathematical formulas which form a mathematical 
model of the problem under consideration, have been obtained; A mathematical formulation of the problem is 
presented. On the basis of the obtained mathematical model, the following mathematical problem is posed, as a 
result of which a solution must be determined: 

- the law of the change in the region formed by the liquid emerging from the "narrow" channel; 
- movement of substances that make up the asthenosphere; 
- stressed state of the overlying lithosphere. 
Keywords: tectonic movements, asthenosphere, lithosphere, magmatic substances, strong viscosity fluid, 

mathematical model. 
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МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЙ  
В АСТЕНОСФЕРЕ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ПОДНИМАЮЩИХСЯ 

МАНТИЙНЫХ  ВЕЩЕСТВ 
 

Аннотация. В статье рассматривается модельное исследование тектонических процессов, происходя-
щих в периферийных слоях Земли, под воздействием поднимающихся из нижних слоев магматических 
веществ по так называемым «узким»  каналам, образованных в недрах Земли. Предлагается механико-
математическая модель тектонических движений, в которой вещества астеносферы и поднимающиеся маг-
матические вещества рассматриваются как сильновязкие жидкости, для которых числа Рейнольдса являются 
достаточно малыми. Получены  соответствующие математические формулы, которые образуют мате-
матическую модель рассматриваемой задачи; сформулирована математическая постановка задачи. На основе 
полученной математической модели поставлена следующая математическая задача,  в результате решения 
которой  должны быть определены:  

- закон изменения области, образованной вытекающей из «узкого» канала жидкостью; 
- движения веществ, составляющих астеносферу; 
- напряженное состояние вышележащей литосферы. 
Ключевые слова: тектонические движения, астеносфера, литосфера, магматические вещества, сильно-

вязкая жидкость, математическая модель. 
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Актуальность данного научного направления общеизвестна и она связана с тем обстоя-
тельством, что процессы, происходящие в периферийных слоях Земли, оказывают существенное 
влияние на структурообразующие процессы, происходящие в земной коре. Результаты 
многочисленных геологических и геофизических исследований в этом направлении показали [1-
10], что в этих структурообразующих процессах важная роль принадлежат тектоническим 
движениям, происходящим в астеносферном слое. Известно, что эти  тектонические движения 
являются причиной изменения структуры земной коры, возникновения таких явлений как 
землетрясение, вулканические процессы, поднятие и опускание земной поверхности и т.д.  [1-
3,9,10].  Важность этих процессов в жизнедеятельности человечества не вызывает сомнения.  

  Одной из проблем, возникающей при модельном исследовании  тектонических процессов, 
происходящих в недрах Земли, является количественный анализ движений магматических 
веществ, поднимающихся из нижних  ее слоев. При этом возникает необходимость определения 
причин возникновения тектонических движений, происходящих в астеносфере. На основе 
исследований этой проблемы были заложены научные гипотезы о процессах, происходящих в 
мантии Земли, предложены различные возможные причины, которые оказывают воздействие на 
процессы в астеносфере [13].  

По одной из гипотез о возможных причинах тектонических движений рассматривается  
поднятие разогретых мантийных  веществ по так называемым «узким каналам», имеющимися в  
недрах Земли, под астеносферой  [3,9,10].  Поднимающиеся мантийные вещества  создают 
определенное напряженное состояние в астеносферном, а также в литосферном слоях.  Для 
постановки и решения данной проблемы  методами моделирования выдвинута идея о том, что 
процесс поднятия магматических веществ по «узким каналам» рассматривать как истечение 
сильновязкой жидкости из  некоторого «источника», находящегося под астеносферным слоем  [6-10].  

Для осуществления этой идеи, необходимо разбить эту достаточно большую и сложную 
задачу на несколько этапов; на первом этапе предлагается сформулировать постановку задачи о 
рассматриваемом процессе и создать ее механико-математическую модель.  Впоследствии решить 
математическую задачу, полученную в результате  ее моделирования. Разработка механико-
математической модели рассматриваемого процесса потребует определенные данные о  свойствах  
данного объекта исследования. 

Из литературных источников   по геологическим и геофизическим  исследованиям могут быть 
получены эти данные.  В  работах Walcott R.J. [4], Bills Bruce G., Gurrey Donald R., Marshall Grant 
A. [6], De BremacherJ-C [7], HarperJ.F. [8], Ranalli G. [5],  Добрецова Н.Л., Кирдяшкина А.А., 
Кирдяшкина А.Г. [2,3], Кузьмина М.И., Ярмолюка Б.Б. [9],  Лобковского Л.И. [10], и многих 
других предложены следующие данные о свойствах веществ мантии, астеносферы и литосферы. 
Например, «. . . для астеносферы при температуре  около 15000 С  динамический коэффициент 

вязкости  равен    219 /10 мсн  ,  для нижней мантии ,/10 221 мсн  для разных частей лито-

сферы 22723 /1010 мсн   » [4].  
Исходя из этих данных, для  модельного исследования рассматриваемого процесса предпо-

лагается, что движение магматических веществ, поднимающихся из нижележащих областей, а 
также движение веществ астеносферного слоя  рассматриваются как движение сильновязкой 
жидкости  при очень малых числах Рейнольдса [11].  Математическая модель подобных течений 
сильновязкой жидкости была ранее успешно использована для других задач [13].   

Постановка задачи. Рассматривается задача о движениях сильновязкой несжимаемой 
жидкости, вытекающей в вертикальном направлении из круглой щели радиуса r , расположенной  
на некоторой горизонтальной (подастеносферной) поверхности. Пусть предполагается, что 
скорость истечения жидкости из щели задана в виде функции ),( txw . Кроме этого  считается, что 

известны плотность вытекающей жидкости ρ		и динамический коэффициент ее вязкости 	µ. Под 
воздействием движения вытекающей из щели жидкости возникают движения в астеносфере и 
появляется «избыточное»  давление из-за ограниченности верхней ее поверхности.  

Как было отмечено выше, движение  в астеносферном слое  также рассматривается как 
движение сильновязкой жидкости; ее плотность равна a , а динамический коэффициент вязкости  
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a . Считается, что астеносфера ограничена сверху некоторой твердой поверхностью, т.е. граница 

между литосферой и астеносферой считается неподвижной. Средняя толщина (мощность) 
астеносферы предполагается равной .H  

Итак, рассматривается движение сильновязкой жидкости в ограниченном сверху в 
астеносферном слое под воздействием движения менее вязкой жидкости (  a ), вытекающей из 

щели, находящейся на нижней поверхности этого слоя.  
Некоторые допущения и предположения. Для простоты постановки и решения данной задачи, 

она  может  рассматриваться для двумерного случая. Такое допущение не уменьшает ценность 
результатов решения задачи в такой постановке. Тогда   параметр r определяет половину ширины 
рассматриваемой щели.  В принципе, механизм происходящего процесса может быть описан и для 
трехмерного случая; в этом случае  r   может рассматриваться как радиус круглой щели, конца 
«узкого канала».  

С учетом этих допущений, данная задача рассматривается в прямоугольной системе координат 
,xoz   где  x  горизонтальная и  z  вертикальная оси координат (Рисунок 1).  Вертикальная 

координатная ось z  направлена обратно направлению вектора силы тяжести .g   

 
Рисунок 1 – Система координат и конец «узкого канала» 

 
Предполагается, что, исходя из  данных геологических исследований магматические вещества, 

движение которых рассматривается в данной работе, считаются сильновязкими, т.е. динамический 
коэффициент вязкости для которых очень большими. Из-за такого большого значения 
динамических коэффициентов  вязкости  рассматриваемых жидкостей, а также медленность 
рассматриваемого процесса безразмерное число Рейнольдса (Re) для них будут малыми. Известно, 
что  число Рейнольдса обратно пропорционально динамическому коэффициенту вязкости .  
Такие движения сильновязких жидкостей в литературе по механике называются «ползущими»  
течениями  [11]. Известно, что такие предположения  позволяют использовать упрощенные  
уравнения Навье - Стокса. 

 Тогда, с учетом таких  упрощающих предположений,  векторное уравнение таких движений 
записывается в следующем виде [11]: 

 ,0 ugpgrad             (1) 

где p  гидродинамическое давление,  },{ zx uuu  вектор скорости, g вектор силы 

тяжести, 2

2

2

2

yx 






  -  оператор Лапласа. 

Во многих исследованиях обычно пренебрегается сжимаемостью рассматриваемой жидкости, 
и  она считается неразрывной. Тогда  условие неразрывности такой  жидкости  записывается в 
виде следующего  известного уравнения [11]: 
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 .0udiv                                          (2) 
Еще одним допущением, которое будет сделано, касается относительно вертикальных 

размеров вытекшей жидкости. Предполагается, что вытекшая жидкость  из «узкого канала», т.е. из 
щели,  растекается по горизонтальным направлениям под собственным весом и давлением, 
оказываемым сверху более вязкой жидкостью астеносферы; область, которую она будет занимать, 
будет иметь малый вертикальный размер в сравнении с горизонтальным ее размером.  

Такое же допущение можно сделать относительно движений сильновязкой жидкости в 
астеносфере, так как вертикальные размеры астеносферы )(H значительно меньше 

предполагаемых горизонтальных размеров  )(L .  Такие предположения упрощают уравнения 
движения (1) для обоих рассматриваемых жидкостей. В механике жидкости  такое предположение 
называется допущением «мелкой воды» [13].  Допуская такое предположение о малости 
вертикального размера можно считать, что давление в жидкости  совпадает с гидростатическим 
давлением [13]; т.е. имеет следующий вид  для областей, куда  вытекающая жидкость не достигла: 

 
);()(),(),( tyxtyеслиzHgtxqp a              (3)   

и для области, куда вытекающая жидкость  достигла:       

 
.)()(

),()(),(




xtyиtyxесли

zgHgtxqp a 
        (4)                        

Здесь введены следующие обозначения:  

),( txq  некоторое «избыточное» давление, возникающее из-за движений в астеносфере, 

когда ее верхняя граница ограничена неподвижной поверхностью;  ),( txz   функция, 
описывающая верхнюю  границу  области, занятой вытекшей жидкостью; эта граница  меняется с 

течением времени ;t   )(ty функция, определяющая изменение точки пересечения верхней 

границы вытекающей жидкости ),( tx  с горизонтальной поверхностью (точка M  на рисунке 1); 

она удовлетворяет условию 0),( ty . 
Математическое моделирование. Использование перечисленных выше допущений и 

предположений позволяют упростить уравнения движений (1)   для рассматриваемых жидкостей. 
Уравнения движений для вытекающей из щели жидкости записываются в следующем виде: 
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xx 


            (5) 

Уравнение неразрывности  для этой жидкости имеет  следующий вид:   

 
.0








z

u

x

u zx                            (6) 

Уравнения для астеносферы будут записаны соответственно в виде следующих уравнений: 
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
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
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и 

    .0







z

v

x

v zx                (8) 
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В формулах (5) = (8) введены следующие обозначения: 
 },{ zx uuu скорость движения жидкости, вытекающей из щели;  },{ zx vvv скорость 

движения жидкости в астеносфере. 
Полученные уравнения (5)-(8) представляют собой систему дифференциальных уравнений в 

частных производных; здесь функции ),(),,,(),,,( txztzxvvtzxuu    являются 
неизвестными.  

Граничные условия. Для решения этих уравнений должны быть определены  граничные 
условия, которые  будут  сформулированы из физических условий данной задачи. 

 На выходе из щели (канала), при 0z ,  предполагается, что скорость истечения жидкости из 
щели задана и равна ),( txw ; и она  направлена вертикально вверх по направлению оси z .   
Вытекающая из  «узкого» канала жидкость образует определенную массу, занимая некоторую 
область в астеносфере.  Поверхность этой области, занимаемой вытекшей жидкостью,  
описывается некоторой функцией ),( txz  , изменяющейся (увеличивающейся) с течением 

времени .t   Эта  функция ),( txz   определяет подвижную границу между вытекшей  из щели 
жидкостью  и жидкостью астеносферы. 

Пусть вначале рассматриваются граничные условия для области, образованной вытекающей 
из щели жидкости. 

1. На нижней границе, при ,0z   выполняются следующие кинематические условия: 

 










)].(),([,0

)];(),([),,(
),0,(

;0),0,(

tytyx

tytyxtxw
txu

txu

z

x

               (9) 

2. На границе между областью, занимаемой вытекшей из щели жидкостью, и астеносферой 
),( txz   для отрезка  )()( tyxty   выполняются следующие условия: 

- кинематические условия о равенстве скоростей  

 
).,,(),,(

);,,(),,(

txv
dt

d
txu

txvtxu

zz

xx








                     (10)      

- динамическое условие о равенстве касательных напряжений 

 
]

),,(),,(
[]

),,(),,(
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x
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x

txu
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txu zx
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zx



















 .          (11)  

3. На верхней границе астеносферы (на границе с твердой литосферой), где ,Hz   
выполняется условие равенства нулю компонентов скорости: 

 .0),,(

,0),,(




tHxv

tHxv

z

x                   (12)   

Начальное условие. Можно предположить, что в начальный момент времени (при 0t ) 
начинается процесс истечения жидкости. Тогда при t=0 выполняется следующее начальное 
условие: 

 .0)0,(,0  xt      (13)                        
Считается, что  в начальный момент времени отсутствует область, образованная вытекающей 

из щели жидкости. Область, образованная  излившейся из канала жидкости, расширяется не только 
в вертикальном направлении, а также в горизонтальных направлениях из-за растекания в 
горизонтальных направлениях. Поэтому должны быть заданы условия на горизонтальных 
границах этой области,  которые могут быть записаны в следующем виде: 

    .0)),((),(  ttytyx        (14) 
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Здесь  )(tyx   - горизонтальные границы области, занятой вытекшей жидкостью. 
Очевидно, в начальный момент времени эта граница совпадает с границей «канала», откуда 
вытекает   магматические вещества, т.е.  

  .)0( ry              (15)    

Очевидно, что с течением времени происходит изменение функции ),,( txz   которая 
определяет границу области, занимаемой вытекающей из щели жидкости, а также ее объем в 
зависимости от времени. Отсюда может быть определена зависимость между функциями ),( tx  и 

).(ty  Эту зависимость можно получить из баланса «расхода» жидкости, вытекающей из «канала» 
и изменения   ее  объема над поверхностью. Следует заметить, что здесь рассматривается 
двумерная задача, поэтому  количество жидкости определяется одномерным интегралом. 

Количество  накапливаемой жидкости, поступающей по «узкому» каналу за время t может 
быть определено (с учетом симметрии)  в виде  следующего определенного интеграла: 

 
.),(2

)(

0 
ty

dxtxQ                      (16) 

Расход жидкости из «канала» за это же время  t   равен  этой же величине   Q ,  и  определен 
следующим двойным интегралом: 

  
t r

o
dxdttxwQ

0
),(2 .                            (17) 

Из  равенства этих двух формул (16) и (17)  следует следующее равенство:  

   
)(

0 0 0
),(),(

tp t r
dxdttxwdxtx .                  (18)    

Итак, в результате математического моделирования и выводов формул согласно условиям 
поставленной здесь задачи получена совокупность математических формул (5)-(18).   

В этих формулах неизвестными являются следующие переменные величины: 
zx uu , компоненты скорости движения жидкости,  вытекшей из «узкого» канала; zx vv ,  

компоненты скорости движения жидкости в астеносфере: ),( tx функция, определяющая 

границу между вытекшей жидкостью и астеносферой; )(ty  функция, которая определяет точку 

пересечения границы ),( txz   с горизонтальной осью  ;x  )(tq  «избыточное» давление. 
Как видно, получена  совокупность большого количества разнообразных формул. Для 

удобства формулировки математической задачи необходимо провести определенные преоб-
разования.   

Переход к безразмерным параметрам. Перед тем как приступить к преобразованию формул, 
целесообразно осуществить переход к безразмерным переменным. Для этого вначале должны быть 
выбраны так называемые характерные величины [13]. В качестве таких величин выбраны 
следующие параметры: 

L  горизонтальный размер; H  вертикальный размер; U скорость движения по 

горизонтальному направлению; V скорость движения по вертикальному направлению; 
 HgP  гидродинамическое давление. 

Теперь необходимо произвести замену переменных; для этого используются следующие 
формулы: 

 .,,

,,,,,

,,,,,

qPqrHrpPp

vVvuVuwVwvUvuUu

tTtyHyHzHzxLx

zzzzxxxx
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                (19) 
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Использование замены по формулам (19), а затем оценка порядка величин в этих формулах 
позволяет упростить формулы (5) и (6), и записать их в следующей безразмерной форме: 
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                          (20) 

и 
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u zx                                       (21) 

Здесь введено обозначение  безразмерного параметра:  .
3

UL

gH
ER




  

Следует заметить, что в формулах (20) и (21) черточки над безразмерными параметрами 
опущены, и в дальнейшем они будут считаться безразмерными величинами. 

Аналогичным образом можно получить следующие формулы из  формул (7) и (8): 
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и  
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v zx                                                           (23) 

Теперь должны быть преобразованы граничные и начальные условия. Формулы (9), (10) и (12) 
- (19) в результате перехода к безразмерным величинам не меняют свои формы записи. Только 
формула (11) будет переписана с некоторыми изменениями: 
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                       (24)    

Следующим этапом преобразования формул является интегрирование безразмерных 
уравнений (20) – (23).  

Вначале производится интегрирование формулы (21) по переменной z   в пределах от 0  до 
).,( tx  В результате будет получено следующее выражение: 
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Используя граничные условия (9) и (10), после простейших преобразований можно получить 
следующее уравнение: 
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Интегрирование уравнения (23) по переменной z   от  ),( tx   до H , и используя  граничных 
условий (10) и (13), можно  получить следующее уравнение: 

 
.dzv

xt

H

x









                        (27)   

Интегрирование уравнений (20) и (22), а затем использование граничных условий (9) –(12) в 
безразмерных формах, позволяют получить следующие формулы для определения горизонтальных 
составляющих скоростей движений в рассматриваемых жидкостях: 
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где   A ];)1([
xx

q
ER a














  и 

  )]},(2[{
)]([22

2222
22











 HkBkA

Hk

HzHz
Bvx                      (29) 

где   .
x

q
ERB

a 






    

В результате выполненных преобразований получены формулы (13)-(15), (18), и (25)-(29), 
которые описывают тектонические движения в астеносферном слое, куда проникают 
магматические вещества, поступающие из нижних слоев Земли по так называемым «узким» 
каналам. Эти формулы составляют математическую модель рассматриваемого здесь процесса.   

На основе полученной математической модели ставится следующая математическая задача,  в 
результате решения которой  должны быть определены:  

- закон изменения области, образованной вытекающей из «узкого» канала жидкостью; 
- движения веществ, составляющих астеносферу; 
- напряженное состояние вышележащей литосферы. 
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ЖОҒАРЫ КӨТЕРІЛГЕН МАГМА ЗАТТАРЫНЫҢ  ƏСЕРІНЕН БОЛАТЫН  
АСТЕНОСФЕРАДАҒЫ ҚОЗҒАЛЫСТЫҢ МЕХАНИКА-МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛІ 

 
Аннотация. Мақалада Жердің төменгі қабаттарында пайда болып, «тар арналар» деп аталынатын жер 

қойнауындағы жарықтар арқылы жоғары көтерілетін  магма заттарының əсерінен болатын сыртқы 
қабаттардағы тектоникалық процестерді  модельдеу арқылы зерттеуге арналған. Мұнда астеносфера мен 
магма заттары Рейнольдс саны аса кіші болатын жоғары тұтқырлы сұйық ретінде қарастырылып, 
тектоникалық қозғалыстың механикаөматематикалық моделі ұсынылған. Қарастырылып отырған есептің 
математикалық моделін құрайтын математикалық формулалар келтірілген;   математикалық есеп қойылған. 
Алынған математикалық модельдің негізінде  шешімі табылған жағдайда келесілер анықталатын 
математикалық есеп қойылған:  

- «тар» арнадан ағып шығатын, түзілген сұйықтықтың облысының өзгеру заңы; 
- астеносфераны құрайтын заттардың қозғалысы; 
- жоғары жатқан литосфераның шиеленіскен жағдайы. 
Түйін сөздер: тектоникалық қозғалыстар, астеносфера, литосфера, магма заттары, аса тұтқырлы сұйық, 

математикалық модель. 
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ABOUT NEW LOOK AT THE PARADIGM OF STUDY FUNDAMENTAL 
PROBLEMS OF PHYSICS OF COSMIC THE EXAMPLE OF ORIGIN 
 
Abstract. In Europe and in North America the study of cosmic rays taken new forms in recent years. The new 

systems use a network of detectors that are installed on large areas. It is unique in that the detector is set not only in 
research centers, but also in schools. This achieves the implementation of several extremely important issues. The 
first is to study the physics of cosmic particles with extremely high energies. The second - in search of large areas 
coinciding cosmic-ray flares Detect-living source of these rays. The third is to awaken in pupils and students a keen 
interest in basic research of ultrahigh-energy particles. For the purpose of distribution to educational institutions of 
Kazakhstan and attract talented young people to basic research, it has developed and patented an experimental setup 
made for the registration of cosmic origin of the particles. The device operates in real time and allows you to connect 
it to the global network. 

Keywords: cosmic rays, ultra high energy particles, registration, detectors, network system, learning paradigm. 
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О НОВЫХ ВЗГЛЯДАХ НА ПАРАДИГМУ ОБУЧЕНИЯ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫМ ПРОБЛЕМАМ ФИЗИКИ НА ПРИМЕРЕ 

ЧАСТИЦ КОСМИЧЕСКОГО ПРОИСХОЖДЕНИЯ 
 
Аннотация. В Европе и в Северной Америке изучение космических лучей за последние годы 

приобрело новые формы. В новых системах используются сети детекторов, установленных на больших 
площадях. Уникальным в ней является то, что детекторы устанавливают не только в исследовательских 
центрах, но и в учебных заведениях. Тем самым достигается реализация нескольких, крайне важных 
проблем. Первая заключается в том, чтобы изучать физику космических частиц экстремально высоких 
энергий. Вторая - через поиск на больших площадях совпадающих вспышек космических лучей обнаружить 
источника этих лучей. Третья состоит в том, чтобы пробудить у школьников и студентов живой интерес к 
фундаментальным исследованиям частиц ультравысоких энергий. С целью распространения среди учебных 
заведений Казахстана и привлечения большого числа талантливой молодежи к фундаментальным 
исследованиям, разработана запатентованная экспериментальная установка для регистрации космических 
частиц ультравысокой энергии. Установка работает в реальном масштабе времени и допускает связать ее c 
мировой сетью. 

Ключевые слова: космические лучи, частицы ультравысокой энергии, регистрация, детекторы, сети, 
системы, парадигма обучения. 
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Введение. 15 октября 1991 года заряженная частица космического излучения с самой высокой 
когда-либо зарегистрированной энергией вошла с земную атмосферу, в десяти километрах над 
пустыней штата Юта. Столкнувшись с атмосферой, ядро на мгновение осветило ночное небо и 
исчезло. Детектор «Fly's Eye», чье название можно перевести как «Глаз мухи», расположенный на 
испытательном полигоне в штате Юта, зарегистрировал световой след в виде каскада вторичных 
частиц, образованных при столкновении, которые и привели к свечению атмосферы. Эту вспышку 
интенсивности космических лучей окрестили «OMG -событием» (от английского сокращения 
«Боже мой!»). По данным детектора «Fly's Eye» энергия этой частицы составила 320 
экзаэлектронвольт (ЭэВ), или 3,2. 1020 эВ. В единицах системы СИ эта частица, скорее всего, 
протон, врезалась в атмосферу с общей кинетической энергией порядка 6 Дж. Это поистине 
макроскопическая энергия для микроскопической частицы. Она вполне достаточна, чтобы поднять 
массу в 1 кг на полметра в условиях гравитации (1эВ = 1,6.10-19 Дж.). 3 декабря 1993 г. в другом 
конце света Большая ливневая установка «AGASA» в Японии зафиксировала еще одно «OMG - 
событие» с энергией в 200 ЭэВ. В этом случае вспышка космических лучей была зарегистрирована 
с помощью сети детекторов, установленной на большой территории для измерения широких 
атмосферных ливней (ШАЛ), являющихся результатом взаимодействия первичных космических 
лучей с атмосферой. 

После этих первых зарегистрированных вспышек было зафиксировано еще более десятка 
«OMG -событий», что и подтвердило их как физическое явление, и озадачило физиков. Считалось, 
что частицы, чьи энергетические показатели превышают 50 ЭэВ, не могут достичь Земли с каких-
либо возможных источников во Вселенной за более чем 100 миллионов парсеков 
(астрономическая единица расстояния в 1 парсек (пк) = 3,26 светового года, или 30,8366 
триллиона километров. С расстояния в 1 пк радиус земной орбиты вокруг Солнца виден под углом 
1 секунда дуги). Считалось, что они должны быстро потерять энергию при столкновении с 
реликтовым излучением от Большого взрыва с температурой в 2,7 К (так называемый предел ГЗК - 
Грейзена-Зацепина-Кузьмина). Хотя и было предложено много различных объяснений, 
практические эксперименты пока не могут расшифровать сообщение этих высокоэнергетических 
посланцев, и существование «OMG-событий» стало большой загадкой. Теперь за этими 
событиями, характеризующимися ультравысокой энергией, следит еще один наблюдатель, 
расположенный на западе Аргентины. Обсерватория имени Пьера Оже, располагающая 
непревзойденными регистрирующими мощностями, начала изучать космические лучи в самом 
высоком энергетическом диапазоне. 

Однако признаки вселенной экстремальных энергий могут проявляться и по-другому – не в 
виде единичных «OMG - событий», а как серия событий с более скромными энергетическими 
показателями. Так, например, 20 января 1981 г., возле г. Виннипег в Канаде в течение пяти минут 
наблюдался кластер широкого атмосферного ливня со средней энергией, оцененной в 3.103 Тэв 
(тераэлектронвольт, Smith et al. 1983). По идее, такое событие должно было быть одиночным. 
Наблюдение было уникальным в своем роде в ходе эксперимента, который зафиксировал 150 
тысяч ливней в течение 18 месяцев. В том же году группа исследователей из Ирландии сообщила о 
необычном одновременном повышении частоты атмосферных ливней на двух регистрирующих 
станциях, разделенных расстоянием в 250 км (Fegan et al. 1983). Событие, зафиксированное в 1975 
г., длилось 20 секунд, и было единственным в своем роде в течение последующих трех лет 
наблюдений. 

Возможно ли объединение усилий? Каким бы образом вселенная высоких энергий не 
проявлялась на Земле, ее признаки наблюдаются достаточно редко, и для такого наблюдения 
требуется большое количество детекторов, установленных на больших площадях, чтобы 
обеспечить адекватный сигнал. Обнаружение одной «OMG-частицы» требует плотных ливневых 
установок и/или детекторов атмосферного свечения, расположенных с частотой не менее 1 
детектор/км2, как в Обсерватории имени Пьера Оже. Обнаружение явлений космических лучей, 
взаимосвязанных на очень больших площадях, требует еще больших пространств, что на данном 
этапе является экономически целесообразным. В то же время технология системы глобального 
позиционирования (GPS) позволяет осуществить точный отсчет времени на очень больших 
площадях, и, таким образом, установить несколько сетей обнаружения как одну большую 
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установку. Примером является крупномасштабная ливневая установка Large Area Air Shower array 
(Япония), которая начала регистрировать данные с середины 90-х годов прошлого века. Она вклю-
чает в себя около 10 компактных ливневых установок и образует рассеянную сеть обнаружения с 
беспрецедентной площадью охвата в 30 тысяч км2.  

Однако сейчас открылось новое в исследованиях космических лучей. В 1998 г. в г. Альберте 
(США) начал регистрацию данных первый узел рассеянной сети детекторов космических лучей на 
очень большой площади [1]. Сеть была создана на основе проекта, выдвинутого в 1995 году. 
Инновационным аспектом крупномасштабной установки с системой определения совпадений по 
времени, названной ALTA, является то, что она размещена в обычных общеобразовательных 
школах. Примерно в это же время вашингтонская крупномасштабная ливневая установка 
(WALTA), также с системой определения совпадений по времени, начала свои первые измерения. 

Проекты ALTA, CROP и WALTA имеют вполне определенную задачу – наладить связь между 
двумя на первый взгляд не связанными, но одинаково важными целями. Первая цель это изучение 
вселенной экстремальных энергий через поиск временных совпадений вспышек космических 
лучей на больших пространствах и их источников; вторая же цель – пробудить в школьниках 
старших классов и учителях живой интерес к фундаментальным исследованиям. Эти «учебные» 
установки, имеющие серьезные исследовательские задачи, позволяют накопить уникальный 
академический опыт. Данная парадигма распространилась на многие другие научные центры 
Северной Америки. Системы обнаружения и регистрации в данном случае достаточно просты, но 
вполне эффективны. Они используют GPS для точного определения времени совпадения с 
другими узлами в сети или локальными установками на большой площади. Сегодня установки 
проектов ALTA, CROP и WALTA размещены в более 60 школах. Помимо них действуют еще три 
установки в составе Калифорнийской школьной обсерватории космических лучей (CHICOS). 
Установка CHICOS является крупнейшей наземной установкой в Северном полушарии. Ее 
детекторы установлены на крышах более 70 школ на площади в 400 км2 в г. Лос-Анджелесе.  

Над чем работает Старый свет? По другую сторону Атлантического океана, школы во 
многих европейских странах также привлекаются к изучению вселенной экстремальных энергий 
[2]. В 2001 году физики из Вуппертальского университета (Германия) предложили инициативу 
«Sky View» – первый европейский проект, в котором была предложена установка детекторов 
космических лучей в школах. Данный проект предполагает создать установку, охватывающую 
обширную площадь в 5000 км2, близкую по масштабам обсерватории имени Пьера Оже, с 
участием тысяч университетов, колледжей, школ и других учреждений в зоне Северный Рейн – 
Вестфалия. Примерно год спустя Европейская организация по ядерным исследованиям (ЦЕРН) 
также начала участие в этой области.  

Также в 2002 году к европейской инициативе присоединился проект астрофизических иссле-
дований для школ (HiSPARC), запущенный физиками Университета г. Нейменген, Нидерланды [3]. 
Сейчас проект HiSPARC включает в себя пять региональных кластеров детекторов в городах 
Амстердаме, Гронингене, Лейдене, Нейменгене и Утрехте. В этом проекте принимают участие 
около 40 школ и их количество быстро растет. В марте 2005 года установка HiSPARC 
зарегистрировала энергетическое событие с показателями в 8.1019 эВ в области энергетического 
спектра космических лучей с ультравысокими показателями. В Финляндии инициировали и 
развивают проект школьной физики (School Physics Project). Тем временем во Франции 
запускается проект «Школы в исследовании космических лучей» (RELYC). Планируется 
установить детекторы в более 30 местных школах. В разработке находятся проекты по установке 
телескопов исследования космических лучей с системой GPS в португальских школах, в 
Великобритании и Италии.  

Реальна ли всемирная сеть? Большая часть крупных исследовательских групп в Канаде и 
США выстроили взаимное сотрудничество – Североамериканские крупномасштабные установки 
временного определения событий (NALTA), располагающая более чем 100 станциями обнаружения 
по всей Северной Америке. Европейские группы также развивают аналогичное сотрудничество 
под названием «Eurocosmics». Очевидно, что следующим естественным шагом станет объединение 
североамериканской и европейской сетей во всемирную сеть, которая может сделать значительный 
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вклад в понимание вселенной экстремальных энергий. Такая сеть может поддерживать и объеди-
нять усилия по всему миру, включая инициативы в развивающихся странах, где она сможет 
обеспечить естественную площадку для глобальной научной культуры. Целью этого сотрудни-
чества является не просто международный, а всемирный обмен образовательными ресурсами и 
информацией в области исследования одного из самых загадочных явлений природы - физики 
космических частиц ультравысокой энергии и связанных с ними волновых процессов.  

 Чем можем ответить мы? Галактика и Солнце являются мощными источниками космичес-
ких лучей и возмущенного солнечного ветра. При этом они активно воздействуют на магнии-
тосферу Земли и ее радиационные пояса. Изучение солнечных космических лучей все более 
приобретает огромное научное и практическое значение, так как солнечно-земные связи оказы-
вают влияние на климат и погоду, на здоровье людей, работающих в космосе и на Земле, а 
возможно, и на сейсмическую активность отдельных районов Земли [4,5]. Потоки пионов и 
мюонов в результате последующих взаимодействий с атмосферой Земли рождают новые каскады 
электронов и фотонов, которые в значительной степени влияет на напряженность электрического 
поля атмосферы Земли в зависимости от сезона [6,7]. 

 В свете выше изложенной проблемы, задачей данной работы является представление 
разработанной и запатентованной компактной установки автоматической регистрации пионно-
мюонной и электронно-фотонной компонент космических лучей в реальном масштабе времени с 
целью последующего распространения ее среди различных учебных заведений Республики и для 
решения отдельных задач астрофизики [8,9]. Дело в том, что из-за хаотичной конфигурации 
галактического магнитного поля космические лучи низких энергий долго блуждают по Галактике 
и, доходя до Земли, уже не «помнят», откуда и когда они были испущены. Однако траекторию 
частиц с энергией выше 1019 эВ межзвёздные магнитные поля практически не искривляют. 
Поэтому, регистрируя направление прихода таких частиц, можно установить положение источ-
ников космических лучей на небесной сфере и попытаться связать их с уже известными астроно-
мическими объектами. Установка относится к экспериментальным средствам автоматической 
регистрации и обработки интенсивностей и вариации потока заряженных частиц в составе гигант-
ских каскадов, порождаемых в атмосфере первичными частицами космических лучей сверхвы-
сокой энергии, называемых широкими атмосферными ливнями (ШАЛ), в течение длительного 
времени. 

Поэтому ключевые задачи на таких установках обычно связаны с методикой регистрации 
космических лучей. Отличительной особенностью данного проекта является принципиально иной 
подход к размещению детектирующих устройств космических лучей, что позволяет использовать 
их в качестве материальной базы при изучении студентами дисциплин «Физика и астрофизика 
космических лучей и волновые явления, связанные с ними», а также для демонстрации 
теоретически известных явлений физики высоких энергий и волновых процессов. Анализируя в 
реальном масштабе времени одновременно полученные сигналы нескольких таких систем, 
построенных в различных местах, можно не только выделять совпадающие по времени отклики, 
вызванные приходом ШАЛ, но и восстанавливать его направление. Поскольку на развитие ШАЛ 
оказывает влияние состояние атмосферы, информация о нем может быть соотнесена с сигналами 
данной системы. Сама идея дать школьникам и студентам возможность практически иметь дело с 
распределённой системой регистрации космических лучей позволяет максимально приблизить их 
к новейшим достижениям самой современной науки ХХI века – Проблемы физики космоса, 
состояние окружающей нашу Землю среды и космического полета на другие планеты. Все данные, 
регистрируемые установкой, сохраняются и доступны для последующего анализа через Интернет. 
Для этого экспериментальная установка регистрации интенсивностей и вариации космических 
лучей в реальном масштабе времени оснащена ионизационными счетчиками типа СИ-5Г, 
соединенными с аналоговыми усилителями на транзисторах, с формирователями сигналов на 
элементах цифровой микросхемы, связанными через суммирующее устройство и устройство 
совпадений с многоканальными пересчетными модулями Advanteсt PCI – 1780U, соединенными с 
устройством накопления и обработки информации. 
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Рисунок 1 - Внутреннее устройство одного детекторного модуля со счетчиками СИ5Г 
  
 Конструктивно детектор построен из отдельных модулей, внутреннее устройство которых 

показано на рисунке 1. Каждый из модулей представляет собой годоскоп, в котором находятся 18 
ионизационных счетчиков типа СИ5Г- 1. Детектор работает в счетном режиме и регистрирует 
отдельные импульсы, которые генерируются энергичными элементарными частицами при 
попадании внутрь чувствительной области счетчиков. Счетчик чувствителен к гамма – и 
рентгеновскому излучению с энергией квантов свыше 20-30 кэВ и релятивистским заряженным 
частицам с энергией свыше 3-4 МэВ. Длина чувствительной к прохождению частиц зоны такого 
счетчика составляет 660 мм, а его диаметр равен 60 мм. Таким образом, площадь чувствительной 
поверхности счетчика СИ5Г-1 равна 0,12 м2. Выходные сигналы всех счетчиков одного модуля, 
после усиления и формирования, объединяются в логическую схему - дизъюнктор (суммирующее 
устройство), что позволяет рассматривать каждый годоскоп как единый детектор частиц с 
суммарной чувствительной площадью 2,2 м2.  

 

 
Рисунок 2 - Взаимное расположение модулей детектирования 

 
Общее число модулей, составляющих детектор, равняется восьми (рис. 2). Модули установ-

лены в двух горизонтальных рядах, образуя четыре пары располагающихся друг под другом 
годоскопов со счетчиками так, что расстояние между последовательными рядами счетчиков 
составляет 0,5м (рис. 2). Регистрация сигналов совпадения между различными комбинациями в 
верхнем и нижнем рядах модулей позволяет исследовать вариации потока частиц, движущихся 
под определенным углом к горизонту. Так, сигналы совпадения между импульсами от модулей, 
находящихся прямо друг над другом (пары 1-5, 2-6, 3-7 и 4-8) соответствуют частицам, которые 
летят приблизительно в вертикальном направлении. Резкое различие в эффективности регистрации 
гамма-излучения и заряженных релятивистских частиц, характерное для счетчиков СИ5Г, 
позволяет выделить сигналы от электронной компоненты космических лучей в общем потоке 
импульсов, которые регистрируются детектором, по сигналам совпадения между расположенными 
друг под другом парами модулей (рис.3).  
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ҒАРЫШТЫҚ БӨЛШЕКТЕР ТҰРҒЫСЫНАН ФИЗИКАНЫҢ ІРГЕЛІ ПРОБЛЕМАЛАРЫН 

ОҚЫТУДЫҢ ПАРАДИГМАСЫ ТУРАЛЫ ЖАҢА КӨЗҚАРАСТАР 
 

Аннотация. Соңғы жылдары Еуропа мен Солтүстік Америкада ғарыштық сəулелерді зерттеудің жаңа 
тəсілдері орын алуда. Сол үшін мейлінше кең аудандарға орналастырылған детекторлар желісі қолданылуда. 
Мұндай детекторлар тек зерттеу орталықтарын ғана емес, көптеген білім мекемелерін де қамтуда. 
Нəтижесінде маңызы ерекше бірнеше мəселелер жүзеге асырылуда. Бірінші орында энергиясы айрықша 
жоғары ғарыш сəулелерінің физикасын зерттеу мəселесі тұр. Келесі кезекте үлкен аймақтарда бірмезгілде 
байқалған процестерді тіркеу арқылы ғарыштық сəулелердің табиғаты мен шығу тегін анықтау болса, 
үшінші орында сол арқылы орта жəне жоғары білім ордаларының оқушылары мен студенттерінің көңілін 
іргелі ғылым саласына, əсіресе ультражоғары энергиялық заряталған бөлшектердің физикасын зерттеуге 
бұру. Осындай маңызы зор мəселелерді шешу үшін жəне Қазақстан аумағында барлық білім ордаларына 
тарату арқылы іргелі ғылым саласына талантты жастарды тарту мақсатымен патентпен қорғалған баламасы 
жоқ эксперименталдық қондырғы құрылды. Қондырғы реалды уақыт бірлігінде жұмыс істеуге жəне 
ғаламдық желілер жүйесіне қосуға арналған. 
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INFLATION MODEL OF k -ESSENCE FOR NON MINIMALLY 
COUPLED GAUSS-BONNET INVARIANT 

 
Abstract. Inflation scenarios for the Horndeski model are discussed for a nonminimal coupling of the scalar 

field with the Gauss-Bonnet invariant. Examples of the canonical scalar field and k - essence are considered for 
maintaining early acceleration. The output of e-fold number, which measure the magnitude of inflation is shown. 
The contribution of Gauss-Bonnet in the dynamics of inflation is derived. It is shown that in this case the field moves 
faster and at the end of inflation the Gauss-Bonnet contribution disappears at small curvatures of the Friedman 
universe. 

Key words: Gauss-Bonnet invariant, Horndeski inflation, k - essence 
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Т.Р. Мырзақұл, А.С. Таукенова, Ф.Б. Белисарова, Ш.Р. Мырзақұл 
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ИНФЛЯЦИОННАЯ МОДЕЛЬ K-ЭССЕНЦИИ ПРИ 
НЕМИНИМАЛЬНОЙ СВЯЗИ   

С ИНВАРИАНТОМ ГАУССА-БОННЭ 
 
Аннотация. Обсуждается инфляционный сценарии для модели Хорндески для не минимальной связи 

скалярного поля с инвариантом Гаусса-Боннэ. Рассматриваются примеры канонического скалярного поля и k 
-эссенции для поддержания раннего ускорения. Показан вывод чисел e - сгиба, которые измеряют величину 
инфляции. Выведен вклад Гаусса-Боннэ в динамике инфляций. Показано, что в этом случае поле движется 
быстрее и, что в конце инфляций вклад Гаусса-Боннэ исчезает при малых искривлениях Вселенной 
Фридмана. 

Ключевые слова: инвариант Гаусса-Боннэ, инфляция Хорндески, k –эссенция. 
 
Введение 
Космологическая инфляция, предложенная Аланом Гутом [1], подразумевает ускоренное 

расширение в ранней эпохе эволюции нашей Вселенной, которое произошло после Большого 
взрыва. В рамках общей теории относительности была построена модель с космологической 
константой, которая хорошо описывала динамику Вселенной, однако появились вопросы такие как 
плоскость наблюдаемой Вселенной, проблема горизонта и проблема магнитных монополией, на 
которые не было ответов. Ученые предложили альтернативную гипотезу, согласно которой 
помимо вещества и излучения существует скалярное поле, создающее отрицательное давление. В 
расширяющейся среде отрицательное давление способно породить элементарные частицы и 
кванты. Затем, в рамках Вселенной Фридмана-Леметра расширение происходит экспоненциально. 
При данном раскладе динамики Вселенной, приведенные выше проблемы исчезают. 
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А. Линде [2] предложил теорию хаотической инфляции, согласно которой распределение 
вещества и излучения в пространстве после инфляции становится однородным, за исключением 
следов первичных квантовых возмущений плотности, которые со временем дали начало 
галактическим скоплениям наблюдаемой крупномасштабной структуры Вселенной. На основе 
данных теории, было построено большое количество инфляционных моделей [3-6] и др.  

В конце прошлого тысячелетия группа астрономов наблюдая за сверхновыми звездами типа Ia 
[7,8], обнаружили ускоренное расширение Вселенной. На основе данного открытия появились 
модифицированные теории гравитации, описывающие динамику Вселенной в целом. Однако 
Лагранжиан модифицированной гравитации принимает более сложный вид в сравнении с общей 
теорией относительности, и приводит к дифференциальным уравнениям четвертого порядка. В 
1974 году Хорндески [9] нашел самый общий класс скалярно-тензорных теорий (где скалярное 
поле связано с гравитацией), которые обладают стандартным Лагранжианом, как в теории 
Эйнштейна. Гравитация Хорндески является довольно популярной и рассматривается во многих 
работах, особенно в контексте инфляционной космологии (см. некоторые из них [10-12]). Кроме 
того, один интересный подкласс гравитации Хорндески представлен в виде не минимальной связи 
поля с четырёхмерным топологическим инвариантом Гаусса-Боннэ (см., например, работу [13]), 
так как инвариант Гаусса-Боннэ строго связан с теорией струн и следовой аномалией и может 
играть важную роль в расширении в начальное время нашей Вселенной. 

В настоящей работе рассмотрено скалярное поле, поддерживающее инфляцию, связанную с 
инвариантом Гаусса-Боннэ. Теория может быть выведена как частный случай гравитации 
Хорндески. Сначала исследуем простую модель, где инфлатон идентифицируется как k -эссенция 
с каноническим скалярным полем. Лагранжиан k -эссенции содержит кинетический член [14] 
нестандартного высшего порядка. 

В работе используются следующие единицы кБ = с = h = 1 и 8π / Мଶ= 1, где М - Планковская 
масса. 

 
Модель 
Рассмотрим класс моделей со скалярным полем связанным с инвариантом Гаусса-Боннэ, 

действие которого имеет следующий вид 
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где M является пространственно-временным многообразием, g – определитель метрического 
тензора gμν, R – скаляр Риччи действия Гильберта-Эйнштейна общей теории относительности 
(ОТО), р (φ, X) – функция скалярного поля φ и его кинетической энергий X, ξ (φ) является 
функцией только поля, а G – четырехмерный топологический инвариант Гаусса-Боннэ, а именно 
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  (2) 

μνR  и μνσξR  – тензор Риччи и тензор Римана, соответственно. 

Лагранжиан в (1) представляет собой частный случай гравитации Хорндески. Модель 
Хорндески [9] является наиболее общей скалярно-тензорной теорией с уравнениями поля второго 
порядка (например, в ОТО) и предпологает общий следующий вид (в вакууме), 
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где ܮு содержит лагранжиан скалярного поля φ и поправки высокого порядка к ОТО в сочетании с 
самим полем, 

  

 ),2 X=P(φL  

 
 W,XG=L )(33   
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Здесь /2=  RgRG   обычный тензор Эйнштейна, тогда как ),( XP   и ),( XGi   с 

54,3,=i  функции скалярного поля ߶ и его кинетической энергий X , W – оператор Даламбера. 

Если зададим вид функции как в работе [10] 
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то после интегрирования по частям можно получить уравнение (1). Делая простой выбор 

XXp =),( , находим гравитацию Эйнштейна-дилатон-Гаусса-Боннэ (ЭдГБ). Отметим также, 

что если const=)( , то вклад Гаусса-Боннэ исчезает. 

В целом,   можно иденфицровать с полем k -эссенции, чей тензор энергии-импульса 
определяется следующим выражением [14] 
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так, что ),( Xp   является эффективным давлением k -эссенций и ),( X  ее плотность 

энергии 
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Каноническое скалярное поле соответствующее )(=),(  VXXp  , )(V  является 

только функцией поля, но Лагранжиан k -эссенций допускает кинетический член высокого 
порядка. Будем работать с плоской метрикой Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ). 

 

 ,)(= 2222 dxtadtds    (8) 
 

где )(taa   масштабный фактор, зависящий от космологического времени. Таким образом 
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и уравнения движения даны в [10] 
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где точка означат производную по времени. Уравнение непрерывности k -эссенций следует из 
уравнения движения как, 
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Заметим, что ),(2=),(),( XXpXpX X   , и в пространстве-времени ФРУ 

)H(HHG= 2224 . Введем число e -сгибов относительно данного времени 0t , а именно: 
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и принимая во внимание, что HdtdN = , имеем из системы уравнений движения (10) и (12), 
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где штрихованный индекс обозначает производную по N  и /2= 22HX . e -сгиб является 

полезным параметрам в инфляционной космологии и, если его идентифицировать со временем 0t , 

когда ускорение заканчивается, оно измеряет скорость расширения Вселенной в разное время 

i< tt . 

 
Инфляция  
Ускорение раннего времени реализовано в квази-де Ситтеровском пространстве-времени, 

когда параметр Хаббла почти постоянен и поле движется медленно. В таком случае уравнения 
(14), (15) будут читаться как, в приближений медленного сворачивания с 1|/| HH , 1||   

и ||||   , 

 

.
)(

24),(3),(,),(3 4222 H
d

d
XpHXXH X 


    (16) 

Взяв время 0t  в (13) как время в конце инфляций и предполагая, что когда начинается 

ускоренное расширение, то N0 , поведение поля может быть объяснено следующим образом: 

когда N0 , то 0 , в то время когда 0=N , 0 , так как 0<  . Когда параметр 

Хаббла уменьшается и стремится к нулю, тогда N  стремится к нулю, ),(<0 X , во то время 

как 0<X  , позволяющий изящный выход из инфляций. 
Введем параметр медленного сворачивания: 

 
,=

H

H 
   (17) 
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который положителен и мал во время ускоренной фазы и порядка единицы когда ускорение 

заканчивается приводя к общему числу e -сгиба ))(( itaNN , it  начальное время инфляции, 

достаточно большое, чтобы объяснить термализацию наблюдаемой Вселенной. Если более 
конкретизоваться, оно должно быть в промежутке 65<<55 N . 

Рассмотрим пример простой модели, воспроизводящий инфляцию в рамках рассматриваемой 
работы. 

 
k -эссенция с каноническим скалярным полем  
Определим k -эссенцию с каноническим скалярным полем, выдавая как  
 

  ,)(=),(,)(=),(  VXXVXXp    (18) 
 

где )(V  является функцией только скалярного поля и кинетический член является стандартным. 

Во время инфляций, для больших и отрицательных значений поля, оно должно быть как 
 

 ,)(  VX   (19) 
 

в то время как в конце, когда поле стремится к исчезновению 
 

 .)0( XV     (20) 
 

Рассмотрим следующий вид параметра Хаббла 
 

 

,
1)2(

1
,1)(= 2

0

2




N
NHH 

 

 (21) 

 

где 0H  значение параметра Хаббла в конце инфляции. Можно увидеть, что   параметр 

медленного сворачивания мал, когда N1 , а именно когда H  почти постоянный. Принимая во 
внимание, что HdtdN =/ , с точки зрения космологического времени решение соответствует  

 

 
,)(

4
= 2

0

4

02 tt
H

H    (22) 

 

где 0t  общее время инфляций и 0=t  в начале ускоренной фазы. Таким образом, путем 

использования уравнений в [10] с приближением медленного сворачивания 1|/| HH  и 

||||   , находим 
 

 
.

3

)()(24
,1)(3)(

2

4

2

0 H

VH
NHV


  
   (23) 

 

Из второго уравнения мы получим  
 

 

.
1)(3

31)()(24
2

0

2

0

24
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
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
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HNH
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Не минимальная связь )(  между полем и Гауссом-Бонне определяет вид поля и 

следовательно, механизм выхода из инфляций. Так как поле должно двигаться медленно, 
реалистичный сценарий может быть дан как  

 

 

,<1,
1)()(1

1
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0
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
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



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 (25) 

 

с 
2

00 1/~|| H  общей постоянной и   число больше чем минус один. Как следствие, 
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  (26) 

 

где 0<0  является значением поля в конце ускоренной фазы, и требуется, чтобы 0<0 . 

Точное восстановление потенциала приводит к 
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в то время как отношение между потенциалом и связью 
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(28) 

 
и получается явный вид функций Лагранжа. Видно, что вклад Гаусса-Боннэ значителен в динамике 
инфляций только при 0<<1  . В этом случае   больше по отношению к классическому слу-
чаю без поправок к ОТО и поле движется быстрее. Отметим, что в конце инфляций 

2

00 1/)/(1)( H~  , и при 
0< HH , вклад Гаусса-Боннэ исчезает при малых искривлениях 

Вселенной Фридмана. 
 
Заключение  
В данной работе были исследованы решения для инфляции в модели Хорндески, где скаляр-

ное поле, представляющее инфляцию, связанно с инвариантом Гаусса-Боннэ. Было рассмотрено 
каноническое скалярное поле со стандартным кинетическим членом и k-эссенцией, где 
присутствовало скалярное поле с более высоким порядком кинетического члена. Интерес к такому 
роду теорий в контексте ранней инфляций мотивирован тем, что можно ожидать, при высоких 
искривлениях ОТО, эффекты модифицируют теорию Эйнштейна. В частности, инвариант Гаусса-
Боннэ играет важную роль в теории струн и входит в следовую аномалию [15,16]. Тем более k-
эссенция, это одна из возможных теории описывающая инфляцию [14,17]. Преиму-ществом 
работы с моделью Хорндески является то, что несмотря на сложную форму Лагранжиана, уравне-
ния движения остаются второго порядка как в общей теории относительности. 

Проанализирована модель поведения параметра Хаббла для раннего ускорения, используя 
технику реконструкции для вывода Лагранжиана исходя из данных решений. Эта процедура 
довольно проста, если выражает все величины в виде чисел e -сгиба, которые измеряют величину 
инфляции.  
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Əл-Фараби атындағы Қазақ Ұлттық универститеті, Алматы, Қазақстан 

ГАУСС-БОННЭ ИНВАРИАНТЫМЕН МИНИМАЛДЫ ЕМЕС БАЙЛАНЫС КЕЗІНДЕГІ k -
ЭССЕНЦИЯНЫҢ ИНФЛЯЦИЯЛЫҚ МОДЕЛІ 

 
 
Аннотация. Гаусс-Боннэ инвариант пен скаляр өрісі арасында минималды емес байланыс кезінде 

Хорндески моделі үшін инфляциялық сценарий талқыланды. Ерте кездегі үдетуді сақтау үшін каноникалық 
скаляр өрісі жəне k-эссенция мысалдары қарастырылды. Инфляцияны өлшейтін e-қайырлу санын есептедік. 
Инфляция динамикасындағы Гаусс-Боннэ үлесі көрсетілді. Бұл жағдайда өріс жылдам қозғалатыны жəне 
инфляцияның соңында Фридман əлемінің шағын бұрмалануы кезінде Гаусс-Боннэ үлесі жоғалатыны 
көрсетілді. 

Тірек сөздер: Гаусс-Боннэ инварианты, Хорндески инфляциясы, k -эссенция.  
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INDEPENDENT DESIGNING OF TASKS FOR PERFORMANCE  
OF COMPUTER LABORATORY WORK ON THE INVESTIGATION  

OF THE ISOPHORIC PROCESS 
 
Abstract. There are encouraged to self-design of tasks to a form of computer laboratory worksorganization on 

the study of the isochoric process on a computer model. Brief facts from the theory discussed issues to check the 
readiness of the students to the work,introductory exercises with the computer model, tasks and then reviewing the 
answers in the computer experiment, experimental, research and creative activitieswere proposed.  

In short, the information theory gives the definition of isochoric process and the conditions of its 
implementation. Expression of the first law of thermodynamics for isochoric processis given. The introductory 
exercises with the computer model include questions related to the ability to change the process parameters and their 
implementation in computerexperiments.Experimental and research assignments involve the implementation 
conditions of computational experiment on the set parameters, the initial and final temperature and their difference, 
the change in internal energy, checking on the implementation of the equation, isochoric process with the analysis 
result of the experiment, and the formulation of the output,correspondence of results to the first law of 
thermodynamics. 

The tasks are given abundantly. Accomplishmentof them all byone student is optional. The teacher,taking into 
account students'abilities,can find exercises or offer other similar tasks. Special attention should be paid to the 
implementation of research and creative tasks. At the end of the lesson, students fill their forms and send by e-mail 
or pass to the teacher.The proposed taskswere tested in Nazarbayev intellectual school of physics and mathematics in 
Shymkent, in "Daryn"regional school for gifted children and school named after M.Auezov,in Arys. Most students 
carried out assignments with great interest. 

Key words: isochoric process diagram, pressure, volume, temperature, heat, work, internal energy, the first law 
of thermodynamics. 
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CАМОСТОЯТЕЛЬНОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ ЗАДАНИЙ ДЛЯ 
ВЫПОЛНЕНИЯ КОМПЬЮТЕРНОЙ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ  

ПО ИССЛЕДОВАНИЮ ИЗОХОРНОГО ПРОЦЕССА 
 
Аннотация. Предлагается самостоятельное конструирование заданий для бланка организации 

компьютерной лабораторной работы по исследованию изохорного процесса на компьютерной модели. 
Приводится краткие сведения из теории, обсуждаемые вопросыдля проверки готовности учащихся к 
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выполнению работы, ознакомительные задания с компьютерной моделью, задачи с последующей проверкой 
ответов по компьютерному эксперименту, экспериментальные, исследовательские и творческие задания.  

В кратких сведениях из теории дается определение изохорного процесса и условия его реализации. 
Выражения первого закона термодинамики для изохорного процесса. 

Ознакомительные задания с компьютерной моделью включают вопросы связанные с умением менять 
параметры процесса и их реализации в компьютерном эксперименте. 

Экспериментальные и исследовательские задания предусматривают реализацию условий компьютер-
ного эксперимента по заданным параметрам, определения начальной и конечной температуры и их разности, 
изменения внутренней энергии, проверку на выполнение уравнения изохорного процесса с анализом 
результата эксперимента и формулировкой вывода, соответствие результатов первомузакону термодина-
мики. 

Задания даны с избытком. Выполнение их всех одному ученику необязательно. Преподаватель может с 
учетом способности учащихся подобрать задания или предложить другие подобные задания Особое 
внимание надо обратить выполнению исследовательских и творческих заданий. По окончанию урока 
учащиеся заполняют свои бланки и отправляют по электронной почте или непосредственно сдают учителю. 
На следующем уроке преподаватель обсуждает ответы и оценивает работы. Предложенныезадания 
апробированы в Назарбаев интеллектуальной школе физико-математического направления г.Шымкент, 
областной школе «Дарын» для одаренных детей и в школе-гимназии им. М.Ауэзова г.Арысь. Большинство 
учащихся с большой заинтересованностью выполняли все задания. 

Ключевые слова: изохорный процесс, диаграмма, давление, объем, температура, теплота, работа, 
внутренняя энергия, первый закон термодинамики.  

 
Президент Республики Казахстан Н. Назарбаев в Послании народу Казахстана «Стратегия 

«Казахстан-2050» - новый политический курс состоявшегося государства» обозначив приоритеты 
в сфере образования сказал: «Нам предстоит произвести модернизацию методик преподавания и 
активно развивать он-лайн-системы образования, создавая региональные школьные центры.Мы 
должны интенсивно внедрять инновационные методы, решения и инструменты в отечественную 
систему образования, включая дистанционное обучение и обучение в режиме он-лайн, доступные 
для всех желающих» [1]. 

Для реализации поставленных задач кафедра «Теория и методика преподавания физики» 
ЮКГУ им. Ауэзова МОН РК с 2013 года внедрила в учебный процесс дисциплины «Информа-
ционные технологии в образовании», «Информационные технологии в преподавании физики», 
«Методика использования электронных учебников», «Компьютерное моделирование физических 
процессов» программы которых предусматривает освоение и использование современных 
информационных технологии в преподавании физики.  

Методика конструрования заданий для компьютерных моделей приведена в брошюре 
«Методические аспекты преподавания физики с использованиемкомпьютерного курса «Открытая 
физика» [2]. В качестве примера в ней приведены бланки заданий длы выполнения компьютерной 
лабораторной работы с использованием компьютерных моделей«Движение с постоянным 
ускорением» и«Упругие и неупругие соударения». Такие же материалы размещены в компакт-
диске «Открытая физика 2.5», в сайтах «Открытый колледж» и на страницах сетевого объединения 
методистов (СОМ) [3,4]. В них даются два вида лабораторныхбланков: 

 бланк для внесения ответов обучащими; 
 бланк для учителя в котором имеются ответы тестов и заданий для удобства их проверки. 
Созданы новые компьютерные модели, обучающие программы, базы данных и методика их 

использования в преподавании физики в школах, колледжах, лицеях и ВУЗ [5-20]. 
Одной из трудных задач внедрения этих результатов в учреждениях образования является 

недостаточное практическое умение преподавателей школ использования компьютерных моделей 
физических явлений для организации проведения лабораторных работ. От организации компью-
терных лабораторных работ во многом зависит активизация, мотивация и в конечном счете эффек-
тивность обучения.  

Мощным средством обучения физике, по мнению многих отечественных и зарубежных спе-
циалистов является продукции компании «Физикон» [2]. Используя этот ресурс, нами разработана 
модель бланка организации компьютерной лабораторной работы по исследованию адиабатного 
прпоцесса. 
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Тема работы: Исследование изохорного процесса на компьютерной модели. 
Цель работы: Определение конечных значений давления и температуры газа при их 

изохорном нагревании и охлаждении с помощью компьютерного эксперимента.  
Класс............. ФИО ученика................................................. 
Краткие сведения из теории. 
Изохорным называетсы процесс квазистатического нагревания и охдаждения тела (идеального 

газа) при (V=const.) постоянном объеме. 
В Р-Т диаграмме изохорный процесс при различных значения объема описывается прямыми 

линиями, начинающиеся с Т=0 подразными углами наклона (Закон Шарля) в зависимости 

отколичества вещества, содержащегося в объеме. Для одного моля идеального газа
௉

்
ൌ

ோ

௏
ൌ  ,.ݐݏ݊݋ܿ

где R=8.31 Дж/(моль К) – универсальная газовая постоянная. 
При изохорном процессе газ не совершает работу A = 0 и вся теплота сообщенная газу 

расходуется на повышение еевнутренней энергии,т.е. на нагревание газа.  
Для изохорного процесса первое начало термодинамики записывается следующим 

выражением: 

, 

где - внутренние энергии газа в конечном и начальном состояниях, Q-сообщенная газу 
теплота. При изохорном нагревании газа теплота (Q>0) поглощается и его внутренняя энергия 
павышается и при изохорном охлаждении газ отдает теплоту внешней среде (Q<0) и его 
внутренняя энергия уменьшается, т.е. температура газа понижается. 

Вопросы обсуждаемые с учениками. 
 Какой процесс называется изозорным? Ответ:.......................................... 
 Изобразите изохорный процесс в VT, PT и PV диаграммах. Ответ:....... 
 Напишите выражеие первого начала термодинамики для изохорногопрорцесса.  
Ответ: .................................................................... 
 При каком изохорном процессе тепло поглощается? Ответ:....... 
 При каком изохорном процессе тепло выделяется? Ответ:....... 
 Как изменится температура газа, если его давление увеличить в 2 раза?Ответ:....... 
 Как изменится температура газа, если его давление уменьшить в 2 раза?Ответ:....... 
 Как изменится даление газа, если его температуру увеличить в 3 раза?Ответ:....... 
 Как изменится температура газа, если его давление уменьшить в 3 раза?Ответ:....... 
 Приведите примеры изохорного процесса из жизни. Ответ:................. 

 
 

Рисунок 1 
 
1. Ознакомительные задания с компьютерной моделью(Рис.1.). 
1.1.  В каких пределах можно задать объем газа . Ответ:................. 
1.2. В каких пределах можно менять температуру газа . Ответ:................. 
1.3. Провести наблюдение ихохорное нагревание газа от 100К до 350К при различных 

объемах и сделайте заключение. Заключение:.................................... 

  UTUTUQ  12 )(

 12 ),( TUTU
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1.4. Газ в объеме V=10 дм3изохорно нагревается от Т1=100 К до Т2=450 К. Каково давление 
газа при Т2? Ответ:............................................................... 

1.5. Газ в объеме V=20 дм3 изохорно нагревается от Т1=100 К до Т2=450 К. Каково давление 
газа при Т2? Ответ:............................................................... 

1.6. Газ в объеме V=30 дм3 изохорно нагревается от Т1=100 К до Т2=450 К. Каково давление 
газа при Т2? Ответ:............................................................... 

1.7. Газ в объеме V=40 дм3 изохорно нагревается от Т1=100 К до Т2=450 К. Каково давление 
газа при Т2? Ответ:............................................................... 

1.8. По результатам заданий 1.4-1.7построить VT, PT жəне PV диаграммы.Ответ:........... 
2. Экспериментальные задания. 
2.1. Реализовать на компьютерной модели следующий процесс: Газ занимающий объем V=10 

дм3изохорически нагреть от Т1=100 К до Т2=450 К и определить количество поглощенной теплоты, 
изменение внутренней энергии и работу газа. Сравнить результаты эксперимента с вычислениями. 
Результаты:...................................................... 

2.2. Реализовать на компьютерной модели следующий процесс: Газ занимающий объем V=20 
дм3изохорически нагреть от Т1=100 К до Т2=450 К и определить количество поглощенной теплоты, 
изменение внутренней энергии и работу газа. Сравнить результаты эксперимента с вычислениями. 
Результаты:...................................................... 

2.3. Реализовать на компьютерной модели следующий процесс: Газ занимающий объем V=30 
дм3изохорически нагреть от Т1=100 К до Т2=450 К и определить количество поглощенной теплоты, 
изменение внутренней энергии и работу газа. Сравнить результаты эксперимента с вычислениями. 
Результаты:...................................................... 

2.4. Реализовать на компьютерной модели следующий процесс: Газ занимающий объем V=10 
дм3изохорически нагреть от Т1=100 К до Т2=450 К и определить количество поглощенной теплоты, 
изменение внутренней энергии и работу газа. Сравнить результаты эксперимента с вычислениями. 
Результаты:...................................................... 

3. Исследовательские задания. 
3.1. По результатам заданий 2.1-2.4 проверить выполнение первого закона термодинамики и 

сделайте заключение. Заключение: ...................................... 
3.2. Температуру газа с заданной массой при постоянном объеме повышают температуру на 

∆Т=40 К, при этом его давление увеличивается на ∆Р/Р=10%-. Определить начальную температуру 
газа. Реализовать такой эксперимент на компьютерной модели. Определить количество 
поглощенной теплоты, изменение внутренней энергии и работу газа. Проверить выполнение 
первого закона термодинамики. Ответы:....................................... 

3.3. Температуру газа с заданной массой при постоянном объеме повышают температуру на 
∆Т=60 К, при этом его давление увеличивается на ∆Р/Р=10%-. Определить начальную температуру 
газа. Реализовать такой эксперимент на компьютерной модели. Определить количество 
поглощенной теплоты, изменение внутренней энергии и работу газа. Проверить выполнение 
первого закона термодинамики. Ответы:....................................... 

3.4. Температуру газа с заданной массой при постоянном объеме повышают температуру на 
∆Т=80 К, при этом его давление увеличивается на ∆Р/Р=10%-. Определить начальную температуру 
газа. Реализовать такой эксперимент на компьютерной модели. Определить количество 
поглощенной теплоты, изменение внутренней энергии и работу газа. Проверить выполнение 
первого закона термодинамики. Ответы:....................................... 

3.5. Температуру газа с заданной массой при постоянном объеме повышают температуру на 
∆Т=100 К, при этом его давление увеличивается на ∆Р/Р=10%-. Определить начальную 
температуру газа. Реализовать такой эксперимент на компьютерной модели. Определить 
количество поглощенной теплоты, изменение внутренней энергии и работу газа. Проверить 
выполнение первого закона термодинамики. Ответы:....................................... 

 
4. Творческие задания.  
4.1.Придумайте несколько собственных экспериментальных заданий иреализуйте их на 

компьютерной модели.Задания и результаты:...................................................... 
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Количество выполненных заданий Количество ошибок Оценка  
   

 
Задания в бланке даны с избытком. Ученику необязательно их всех выполнять. Учитель может 

с учетом их способности подобрать каждому необходимые или самостоятельно дать другие. 
Предложенная модель бланка апробирована в Назарбаев интеллектуальной школе физико-
математического направления г.Шымкент, областной школе «Дарын» для одаренных детей и в 
школе-гимназии им. М.Ауэзова г.Арысь. Большинство учащихся с большой заинтересованностью 
выполняли все задания. 
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ИЗОХОРАЛЫҚ ПРОЦЕСТІ ЗЕРТТЕУГЕ АРНАЛҒАН КОМПЬЮТЕРЛІК  

ЗЕРТХАНАЛЫҚ ЖҰМЫСТЫ ҰЙЫМДАСТЫРУДЫҢ БЛАНКІ ҮЛГІСІНІҢ  
ТАПСЫРМАЛАРЫН ӨЗ БЕТІНШЕ ҚҰРАСТЫРУ 

 
Аннотация. Изохоралық процесті зерттеуге арналған компьютерлік зертханалық жұмысты ұйымдас-

тырудың бланкі үлгісінің тапсырмаларын өз бетінше құрастыру ұсынылады. Теориядан қысқаша мəліметтер, 
оқушының жұмысты орындауға дайындығын тексеруге арналған бақылау сұрақтары, компьютерлік 
моделмен танысу тапсырмалары, тəжірибелік, зерттеулік жəне шығармашылық тапсырмалар берілген. 
Теориядан қысқаша мəліметтерде изохоралық процестің анықтамасы жəне оны іске асыру шарттары 
келтірілген. Термодинамиканың бірінші заңының изохоралық процесс үшін жазылуы берілген. Компью-
терлік модельмен танысу тапсырмаларында компьютерлік тəжірибе параметрлерін өзгерту изохоралық 
процесті іске асыру қарастырылған.  

Тəжірибелік жəне зерттеулік тапсырмаларда тəжірибе шарттарындағы парамаетрлерді компьютерлік 
модельде іске асырып, бастапқы жəне соңғы температраларды анықтау жəне термодинамиканың бірінші 
заңының орындалуын тексеру қарастырылған.  

Тапсырмалар саны артығымен берілген. Бір оқушының олардың барлығын орындауы шарт емес. 
Оқытушы оқушылардың шамасына қарай тапсырмаларды іріктеп, таңдап бере алады немесе ұқсас 
тапсырмалар ұсынуына болады. Зерттеулік жəне шығармашылықтапсырмаларды орындау аса маңызды. 
Сабақ соңында оқушылар өздерінің бланкілерін толтырып электронды пошта арқылы немесе оқытушыға 
тапсырады. Келесі сабақта оқытушы жауаптарды сараптап оқушылардың жүмыстарын бағалайды. 
Ұсынылған тапсырмалар Шымкент қ. физика математика бағытындағы Назарбаев зияткерлік мектебінде, 
дарынды балаларға арналған облыстық «Дарын-1» мектебінде жəне Арыс қ. М.Əуезов атындағы мектеп-
гимназиясының 10-11 сыныптарында физика сабақтарында қолданылды. Оқушылардың басым көпшілігі 
тапсырмаларды аса қызығушылықпен орындады. 

Түйін сөздер: изохоралық процесс, диаграмма, қысым, көлем, температура, жылу, жұмыс, ішкі энергия, 
термодинамиканың бірінші заңы. 
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ON THE POSSIBILITY OF DETERMINATION OF PARAMAGNETIC 
CHARACTERISTICS OF FLAME OF SOLID FUEL 

ON THE BASIS OF EPR-DATA CARBON FILMS 
 
Abstract. The possibility of determining the free radical structure of a solid fuel flame by measuring the 

paramagnetic characteristics of thin carbon films obtained by sucking from various parts of a flame through a 
capillary of combustion products to substrates is considered. The parameters of the EPR spectrum determined in this 
way in different parts of the flame make it possible to conclude on its structure. 
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О ВОЗМОЖНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМАГНИТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ПЛАМЕНИ ТВЕРДОГО ТОПЛИВА 
НА ОСНОВЕ ЭПР-ДАННЫХ УГЛЕРОДНЫХ ПЛЕНОК 

 
Аннотация. В работе рассмотрена возможность определения свободно-радикальной структуры 

пламени твердого топлива по измерению парамагнитных характеристик тонких углеродных пленках, 
получаемых путем отсоса из различных частей пламени через капилляр продуктов горения на подложки. 
Определенные таким образом параметры спектра ЭПР в различных частях пламени позволят сделать 
заключение о его структуре. 

Ключевые слова: углеродная пленка, электронный парамагнитный резонанс (ЭПР), интенсивность, 
ширина линии, g-фактор. 

 
Метод ЭПР широко используется для изучения разреженных пламён (3-5 мм рт.ст.) с ис-

пользованием стандартных спектрометров ЭПР, работающих в 3-х сантиметровым диапазоне длин 
волн [1-5]. Небольшие размеры кварцевых трубок и кювет, используемых в этом диапазоне ЭПР–
спектроскопии, несколько ограничивают его возможности из-за гибели активных центров на 
стенках кварцевых реакторов. Представляет интерес попытка использования спектрометров ЭПР, 
работающих на более низких частотах, с резонаторами больших размеров, что приводит к значи-
тельному увеличению размеров кварцевых реакторов и, соответственно, к уменьшению гибели на 
их стенках активных центров [6]. 

Тем не менее, впервые изучение практически при атмосферном давлении горячего пламени 
при его получении в резонаторе было проведено на 3-х сантиметровом спектрометре в кварцевой 
трубке, проходящей через резонатор. При этом методом ЭПР регистрировались атомы водорода 
[7]. 

Неоднородно уширенные линии спектра ЭПР зачастую содержат большую и полезную инфор-
мацию как об изучаемых парамагнитных центрах (ПЦ) как таковых, так и о структуре изучаемого 
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объекта, в состав которого они входят. Рассмотрению природы неоднородно уширенных линий 
ЭПР и их анализу посвящен ряд работ теоретического и экспериментального плана, например [1-
3]. К сожалению, на основании использования этих работ не всегда удается получить полную и 
однозначную информацию о природе парамагнитных центров, входящих в состав изучаемого 
объекта, в частности, значений о их g-факторов и относительного их вклада в суммарный спектр 
ЭПР. К тому же эти методы требуют проведения дополнительных непростых экспериментов, свя-
занных с насыщением спектра ЭПР микроволновой мощностью при различных ее уровнях. А 
обработка полученных результатов - чрезвычайно кропотливая работа, занимающая много вре-
мени. 

В данной статье предлагается простой и информативный метод анализа неоднородно 
уширенных линий ЭПР, уширение которых обусловлено сложением отдельных линий ЭПР 
изучаемого образца, имеющих различные значения интенсивностей, величин g – факторов и 
ширин линии ЭПР. Он устраняет отмеченные недостатки, позволяя получить технический 
результат, состоящий в том, что на основе рассмотрения проведенной линии, соединяющей 
максимум и минимум спектра ЭПР изучаемого образца, анализируются на ней точки перегиба, что 
позволяет определить количество компонент, составляющих спектр, соотношения их величины и 
значения g – факторов. Известно, что метод ЭПР широко используется при изучение углеродных 
систем, например, [8-15]. 

В данном случае рассмотрение проведено на примере неоднородно уширенной линии ЭПР 
тонкой углеродной пленки, нанесенной на стеклянную подложку. Вообще, плёнка может 
наноситься на различные подложки, в частности на кварц, кремний, стекло и др. Тонкие 
углеродные пленки различной структуры находят самое широкое применение во многих областях 
науки и техники. Это обусловлено рядом их полезных свойств, таких как высокая твердость, 
диэлектрические характеристики, теплопроводность и др. Свойства тонких углеродных пленок в 
значительной степени определяются способом их получения. В данном случае пленки получали на 
установке АХ5200S–ECR фирмы Seku Technotron Corp., оснащенной микроволновым излучателем 
для возбуждения плазмы. При плазменном разложении смеси СН4 и Н2 и осаждении углерода на 
различные подложки (стекло, кварц, кремний и др.) на них образуются углеродные пленки 
темноватого света. В нашем случае время осаждения углерода на подложку с образованием пленки 
было 2 часа при возбуждении плазмы в смеси СН4 + Н2 +Аr при давлении 3,810-2 торр. 
Подводимая микроволновая мощность в камеру составляла 540 Вт, а отраженная – 84 Вт, 
натекание СН4 и Н2 было одинаковым и равным 20 см3/мин. Измерения толщины пленки на 
микроскопе показали, что исходная пленка имеет толщину 1,2 мкм, а после отжига полученной 
углеродной пленки, например, до 800 °C её толщина уменьшилась до 0.8 мкм. Отжиг образцов 
полученных углеродных пленок проводился на этой же установке в атмосфере различных газов, а 
также в вакууме с остаточным давлением 310-6 торр. 

В ЭПР-спектроскопии в качестве вторичного образца часто используются ионы двухва-
лентного марганца в решетке окиси магния (Mn2+ в MgО). Спектр ЭПР этого образца состоит из 
шести линий ЭПР, между 3-ей и 4-ой компонентами которого обычно записывается спектр изу-
чаемого образца. Анализ третьей линии ЭПР, как и всех остальных линий спектра двухвалентного 
марганца, показывает, что на линии, соединяющей ее максимум и минимум, отсутствуют какие–
либо изгибы (изломы). Эта линия идеально прямая. 

Но другую картину можно наблюдать на подобной линии исследуемого образца. Так, в случае 
изучаемого нами образца тонкой углеродной пленки на поверхности стекла (кстати, аналогичная 
картина наблюдается и при использовании подложек из других материалов: кварц, кремний и т. д.) 
на этой прямой обнаружены три излома (рис. 1). На рисунке приведен спектр ЭПР углеродной 
пленки, полученной при плазменном разложении смеси СН4 и Н2 в Аr и осаждении образующегося 
при этом углерода на стекло. Темные точки на прямой, соединяющей максимум и минимум этого 
спектра, соответствуют началу и концу каждого из трех участков, образующихся в результате 
изломов на этой линии. Светлые точки характеризуют середину каждого участка, т.е. средние 
значения их интенсивностей и величин их g–факторов. Таким образом, эти изломы делят эту 
линию на три части, каждая из которых характеризуется своим значением g-фактора и размером. 
Как это следует из рисунка, соотношение между величинами участков определяется как 3:5,8:4. 
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Это свидетельствует о том, что получаемая тонкая углеродная пленка обусловлена тремя состав-
ляющими. В подписи к рисунку представлены величины магнитного поля и значения g-факторов, 
соответствующие выделенным точкам на спектре. Первый участок имеет g=2.00420, что харак-
терно для спектра ЭПР графена и его соединений. Второй участок имеет g=2.0031. С таким g-фак-
тором могут быть углеродные компоненты, обусловленные углеродными нанотрубками. Третья 
компонента углеродной пленки имеет g-фактор, равный 2.00118÷2.00164 в зависимости от угла 
вращения образца в магнитном поле. Это свидетельствует о наличии в составе углеродных плёнок 
разных форм графита с некоторой степенью его кристалличности. 

Аналогичная картина может наблюдаться на углеродных пленках, получаемых при их осажде-
нии на подложку (стекло, кварц, кремнии и др.). при отсосе из различных частей пламени про-
дуктов горения твердого топлива с помощью капилляра. Не исключено, что в силу более сложной 
структуры пламени твердого топлива и спектры ЭПР будут иметь более богатый характер, чем в 
приведённом примере. Однако, это в принципе не помешает проведению зондирования пламени 
предлагаемой методикой, что позволит получить полезную информацию о структуре пламени 
твердого топлива. 

Таким образом, предлагаемая методика анализа неоднородно уширенной линии ЭПР, рассмот-
ренная на примере тонкой углеродной пленки, позволяет определить количество составляющих 
сложного спектра ЭПР, в частности спектра горячего пламени, их относительные значения 
интенсивностей и величины их g-факторов. Конечно, эту методику можно использовать и при 
анализе неоднородно уширенных линии ЭПР, соответствующих другими парамагнитными систе-
мами. 

Так были исследованы методом ЭПР нитрид кремния Si3N4 [16-18], который являясь важной 
компонентой в современной кремниевой электронике, широко используется в ней в качестве 
изолирующих и пассивирующих покрытий. 

 

 
Рисунок 
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Подпись к рисунку к статье «О возможности определения парамагнитных характеристик 
пламени твердого топлива на основе ЭПР–данных углеродных пленок» 

Спектр ЭПР тонкой углеродной пленки на стекле при напылении в течение 2-х час.  
Где: 
1) H=331.446 гс, g=2.03256,   2) H=340.627 гс, g=1.98078   3) H=336.321 гс, g=2.00612   4) 

H=336.552 гс, g=2.00475,   5) H=336.687 гс, g=2.00394 6)   H=36.981 гс, g=2.00219   7) H=337.260 гс, 
g=2.00054   8) H=337.633 гс, g=1.99832 
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Аннотация. Бұл жұмыста төсеніш үстінде орналасқан қатты отынның жанғаннан бөлінген жалынынның əр бөлі-
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ORGANIZATION OF COMPUTER LABORATORY WORKS  
ON THE RESEARCH OF TURNONAND TURNOFF CURRENT WITH 

THE USE OF MATLAB PROGRAM PACKAGE 
 
Abstract. A model of the execution of the computer laboratory works on research of current when turning on 

and off current source in the circuit containing a resistor and an inductive coil, in which students prepare a program 
based on MATLAB language, are proposed. The research results are in the form of graphics formatting. The 
performance of specific laboratory works on the modeling of physical phenomena consolidates theoretical 
knowledge, formation of skills to use heuristic and scientific methods of thinking, information competence, the 
acquisition of adaptive competence, skills, visualization of research results, improves communication, motivation 
andactivization of cogitative activity. While doing laboratory works, the students consulted with each other and 
wereinterested in the work of the neighbors, so they widely worked collectively. The implementation of the 
proposed laboratory work, with appropriate consultation in the course of training, does not causeparticular 
difficulties instudents, and, as a result,they feel a great desire to learn more about the capabilities of MATLAB. 
Some students have insufficient knowledge of formatting, graphics and analysis results. 
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ОРГАНИЗАЦИЯ КОМПЬЮТЕРНЫХ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ  
ПО ИССЛЕДОВАНИЮ ТОКА ВКЛЮЧЕНИЯ И ВЫКЛЮЧЕНИЯ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПАКЕТА ПРОГРАММ MATLAB 
 
Аннотация. Предлагается модель выполнения компьютерной лабораторной работы по исследованию 

тока при включении и выключении источника тока в цепи, содержащей резистор и индуктивную катушку в 
ходе которого студенты составляют программу расчета на языке MATLAB. Результаты исследований 
представляютв виде графики с форматированием. Выполнение конкретных лабораторных работ по 
моделированию физических явлений закрепляет полученные теоретические знания, формированию навыков 
использования эвристических, научных методов мышления, информационной компетенции, приобретения 
адаптивной компетенции, навыков визуализации результатов исследований,повышает коммуникабельность, 
мотивацию и активизацию мыслительной деятельности.При выполнении лабораторной работы студенты 
консультировались друг с другом и интересовались процессом работы соседей, таким образом они 
практичеси работали в коллективно.  

Выполнение предложенных лабораторных работ, при соответствующей консультации по ходу занятий, 
особых трудностей у студентов не вызывает и они от результата испытывют огромное желание еще больше 
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узнать о возможностях системы MATLAB. У отдельных студентов имеется недостаточное владение 
навыками форматирования графики и анализа результатов. 

Ключевые слова. Сопротивление, индуктивность, источник тока. 
 

Президент Республики Казахстан Н. Назарбаев в Послании народу Казахстана «Стратегия 
«Казахстан-2050» - новый политический курс состоявшегося государства» обозначив приоритеты 
в сфере образования сказал: «Нам предстоит произвести модернизацию методик преподавания и 
активно развивать он-лайн-системы образования, создавая региональные школьные центры.Мы 
должны интенсивно внедрять инновационные методы, решения и инструменты в отечественную 
систему образования, включая дистанционное обучение и обучение в режиме он-лайн, доступные 
для всех желающих» [1]. 

Для реализации поставленных задач кафедра «Теория и методика преподавания физики» 
ЮКГУ им. Ауэзова МОН РК с 2011-2012 учебного года внедрила в учебный процесс дисциплины 
«Информационные технологии в образовании», «Информационные технологии в преподавании 
физики», «Методика использования электронных учебников», «Компьютерное моделирование фи-
зических явлений» программы которых предусматривает освоение и использование современных 
информационных технологии в преподавании физики. Программа дисциплины «Компьютерное 
моделирование физических явлений» для специальности 5В011000, 5В060400-физика предус-
матривает использование программного комплекса MATLAB для моделирования задач механики, 
молекулярной физики и термодинамики, электростатики и электродинамики, оптики,квантовой 
физики с сопровождением графики. Цель курса – изучить основные принципы и раскрыть сущ-
ность математического моделирования, показать роль математического моделирования при описа-
нии различных физических процессов и явлений. Задачей курса является обучение студентов об-
щим методам решения уравнений математической физики, построению модели физического про-
цесса или явления, отражающей в математической форме важнейшие его свойства, присущие сос-
тавляющим его частям связи и т.д; обучение исследованию математическими методами свойств 
модели для получения сведений об объекте исследования; обучение выбору (или разработке) 
алгоритма для реализации модели на компьютере и созданию соответствующих компьютерных 
программ; обучения компьютерной графике: a) формирование творческого воображения, образно-
графическогоитехническогомышления; б) овладение компьютерными технологиями для получе-
ния графических изображений.В результате изучения дисциплины студенты должны:  

 овладеть методологией математического моделирования физических явлений; 
 иметь представление о принципах и методах математического моделирования; 
 уметь моделировать различные системы и анализировать построенные математические 

моделифизических явлений; 
 Уметь редактировать двумерные и трехмерные графики.  
Курс является логическим продолжением курсов: “Общая физика”, “Вычислительная мате-

матика”, “Математические пакеты”, “Языки программирования”. 
Возможности MATLAB весьма обширны, а по скорости выполнения задач система нередко 

превосходит своих конкурентов. Она применима для расчетов практически в любой области науки 
и техники. Программный комплекс MATLAB является одним из лучших современных решений 
для организации математического моделирования физических процессов. 

Методика конструрования заданий для компьютерных моделей приведена в брошюре «Мето-
дические аспекты преподавания физики с использованиемкомпьютерного курса «Открытая фи-
зика». В качестве примера в ней приведены бланки заданий для выполнения компьютерной 
лабораторной работы с использованием компьютерных моделей«Движение с постоянным ускоре-
нием» и«Упругие и неупругие соударения». Такие же материалы размещены в компакт-диске 
«Открытая физика 2.5», в сайтах «Открытый колледж» и на страницах сетевого объединения мето-
дистов (СОМ) [3,4]. В них даются два вида лабораторныхбланков: 

 бланк для внесения ответов обучащими; 
 бланк для учителя в котором имеются ответы тестов и заданий для удобства их проверки. 
Сформировать интерес к изучению физике посредством использования современных инфор-

мационных технологий обучения; развитие познавательных универсальныхспособностей (навыки 
теоретического мышления, исследовательского и творческого поиска. Современный взгляд на наше 
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общество как на обучающееся подразумевает, что образовательная система должна быть ориен-
тирована (в большей степени, чем раньше) на развитие и воспитание у учащихся адаптивной ком-
петенции, т. е. способности осознанно и гибко применять полученные знания и навыки в раз-
личных контекстах.  

На основании результатов недавнего исследования [2] в данной статье в первую очередь 
обсуждается следующий вопрос: чему именно требуется научиться, чтобы приобрести адаптивную 
компетенцию в какой-либо области? Автор считает, что для развития адаптивной компетенции 
необходим комплекс когнитивных, эмоциональных и мотивационных компонентов, а именно: 
предметная база в виде структурированных знаний в определенной области, навыки использо-
вания эвристических методов мышления, метазнания - представления о собственной когнитивной 
деятельности, мотивации и эмоциях, навыки саморегуляции для управления собственными когни-
тивными, мотивационными и эмоциональными процессами, а также позитивные убеждения в 
отношении себя как учащегося и вотношении обучения в различных областях. Далее автор зада-
ется следующим вопросом: каковы характеристики процессов обучения, продуктивных с точки 
зрения приобретения адаптивной компетенции? Обучение, целью которого является формиро-
вание адаптивной компетенции, должно представлять собой конструктивный, саморегулируемый, 
конкретный и совместный (КСКС) процесс формирования знаний и навыков. Каким образом 
преподаватель может стимулировать обучение по типу КСКС? В статье приведен пример создания 
действенной обучающей среды, ориентированной на повышение эффективности обучения студен-
тов. В работе [3] предлагаются критерии информационной компетентности, выраженные через 
качества «информационной» личности на основе комплекса знаний и уменийв области информа-
ционных технологий, среди них особое внимание уделяется умению интерпретировать получен-
ные результаты; принимать решения о применении того или иного программного обеспечения; 
предвидеть последствия принимаемых решений и делать соответствующие выводы; и т.д. Приво-
дится практические примеры формирования информационной компетенции на различных 
этапах урока – исследования, например, по теме «Воздухоплавание».В работах [4-7] предла-
гаются разработки уроков по темам «Основы термодинамики», «Атомная физика», «Преломление 
света», «Коэффициент полезного действия» с использованием электронных обучающих средств. 
Мощным средством обучения физике, по мнению многих отечественных и зарубежных специа-
листов является продукции компании «Физикон» [8]. В дисках «Открытая физика 25» этой компа-
нии ддаются методические рекомендации по составлению заданий и их выполнению практически 
по всем разделам школьной программы. По нашему и мнению других [9-14] каждыйпреподаватель 
физики при желании может самостоятельно сконструировать компьютерную лабораторную ра-
боту, используя интерактивные модели из мультимедийного курса «Открытая Физика» компании 
«Физикон». Для этого рекомендуется использовать тот же алгоритм для создания лабораторных 
работ, который применен в данном мультимедийном курсе. Сначала рекомендуется разобрать 
теорию вопроса, затем ответить на контрольные вопросы, потом выполнить задачи, при решении 
которых необходимо провести компьютерный эксперимент и проверить полученный результат.  

Одной из трудных задач внедрения результатов использования информационных технологий в 
учреждениях образования является недостаточное практическое умение преподавателей исполь-
зования компьютерных моделей физических явлений для организации проведения лабораторных 
работ. От организации компьютерных лабораторных работ во многом зависит активизация, моти-
вация и в конечном счете эффективность обучения. О создании и использовании моделей бланков 
организации компьютерных лабораторных работ по исследованию различных физических явлений 
в учебном процессе нами ранее написаны [15-34]. 

В данной статье приводится примеры использования пакета программ Маtlab [35] по исследо-
ванию тока при включении и выключении источника тока в цепи, содержащей резистор и индук-
тивную катушку.  

Лабораторная работа №1.1.Тема работы:Исследование изменение силы тока при выключении 
и включении источника тока.Цель работы:Разработать программу на языке MATLAB.Установить 
закономерность изменения силы тока при включении и выключении источника тока, построить 
графики зависимости силы токов от времени. Определить установившиеся значения силы тока при 
включении источника тока.  
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>>I0=E/R; 
>> I1=I0*exp(-R.*t/(L)); %Закон изменения силы тока при выключении источника тока 
>> plot(t,I1,'k-');% визуализация 
>> hold on% разрешение нанесения нескольких графиков 
>> grid on% нанесение сетки на графике 
>> I2=10*(1-exp(-R.*t/(L)));%Закон изменения силы тока при включении источника тока 
>> plot(t,I2,'k-')% визуализация 
>> hold on 
>> plot(t,I1,'k-') 
>>gtext('I1')%непосредственное нанесение надписи на любом месте графика 
>>gtext('I2') 
>>xlabel('t,c') % нанесение оси х 
>>ylabel('I(t)') % нанесение оси у 
>>titlle(‘I(t)’) 
>>legend(‘I1(t)’);(‘I2(t)’) 
 

 
Рисунок 2 - График зависимости силы токов  

от времени I1(t)-при выключении и I2(t)-включении источника тока 
 
Лабораторная работа №1.2. Тема работы: Закон изменения силы тока при включении 

источника тока при различных значениях значения индуктивности.Цель работы:Разработать 
программу на языке MATLAB реализующую зависимость силы тока при включении источника 
тока и визуализация этой закономерности при различных значениях индуктивности. 

Программа для расчета для цепи (Рис.1. – ключ замкнут на позицию 1) R =10 Ом,  
L =10.2Гн и Е=0.6 В приведена ниже, а результаты расчета нарисунках2 и 3. 
>>t=0:0.01:5; % ввод вектора времени 
>>% ввод исходных данных 
>>R=10;L=10.2; 
>> E=0.6; 
>>I0=E/R; 
>>I1=10*(1-exp(-R.*t/(L))); %Закон изменения силы тока при включении источника тока 
>>I2=10*(1-exp(-R.*t/(L+2))); %Закон изменения силы тока при включении источника тока 
>>plot(t,I1,'r-',t,I2,'k-') % визуализация двух графиков в одном окне 
>> I3=10*(1-exp(-R.*t/(L+4)));  
>> I4=10*(1-exp(-R.*t/(L+6)));  
>>plot(t,I1,'r-',t,I2,'k-',t,I3,'g',t,I4,'k--') % визуализациячетырехграфиковв одном окне 
>>gridon 
>>xlabel('t,c') % нанесение оси х 
>>ylabel('I(t),A') % нанесение оси у 
>>titlle(‘I(t)’) 
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Рисунок 3 - Зависимость изменения силы тока от времени при включении источника тока  

при различных значениях значения индуктивности 
 
При выполнении лабораторной работы студенты консультировались друг с другом и интересо-

вались процессом работы соседей, таким образом они практичеси работали в коллективно.  
Для самостоятельной работы студентам дается следующее задание: Исследовать зависимость 

изменения силы тока от времени при выключении источника тока при различных значениях 
значения индуктивности и сопротивления; Построить аналогичные графики в одном графическом 
окне. Редактировать графики не с командной строки, а с использованием непосредственного 
форматирования. К сожалению в MATLAB выводит только английские тексты, а команда  

% Установка русского шрифта и его размера 
>>set(gca,'FontName','ArialUnicodeMS','FontSize',10) не всегда воспринимается.  
Выводы. Выполнение конкретных лабораторных работ по моделированию физических 

явлений закрепляет полученные теоретические знания, формированию навыков использования 
эвристических, научных методов мышления, информационной компетенции, приобретения 
адаптивной компетенции, повышает мотивацию и активизацию мыслительной деятельности.При 
выполнении лабораторной работы студенты консультировались друг с другом и интересовались 
процессом работы соседей, таким образом они практичеси работали в коллективно .  

Выполнение предложенных лабораторных работ при соответствующей консультации по ходу 
занятийособых трудностей у студентов не вызывает и они от результата испытывют огромное 
желание еще больше узнать о возможностях системы MATLAB. Уотдельных студентов имеется 
недостаточное владение навыками форматирования графики и анализа результатов.  
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ТОҚ КӨЗІН ҚОСҚАНДА ЖƏНЕ АЖЫРАТҚАНДА ТІЗБЕКТЕГІ ТОҚКҮШІНІҢ ӨЗГЕРУІН 

ЗЕРТТЕУГЕ АРНАЛҒАН КОМПЬЮТЕРЛІК ЗЕРТХАНАЛЫҚ ЖҰМЫСТЫ 
ҰЙЫМДАСТЫРУДА МАТЛАВ БАҒДАРЛАМАСЫН ҚОЛДАНУ 

 
Аннотация. МАТЛАВ бағдарламасын қолданып резистор, индуктивті катушка жалғанған тізбекке тоқ 

көзін қосқанда жəне ажыратқанда тоқ күшінің өзгеруін зерттеуге арналған компью-терлік зертханалық 
жұмысты орындауды ұйымдастырудың үлгісі ұсынылған. Зертханалық жұмысты орындау барысында 
студенттер МАТЛАВ тілінде есептеудің программасын құрастырып іске асырады. Зерттеу тəжірибесінің 
нəтижелерін графика түрінде салып, оны форматтайды.  

Физикалық құбылыстарды моделдеуде нақты зертханалық жұмыстарды орындау арқылы студенттер 
алған теориялық білімдерін бекітеді, ойлаудың эвристикалық жəне ғылыми əдістерін қолдануын, зерттеу 
нəтижелерін визуалдауын, алған білімін түрлі жағдайда қолдану дағдыларын қалыптастыруға, ақпараттық 
құзіреттілігін арттыруға, ойлау іс-əрекеттері мен білім алуға құштарлығын арттыруға мүмкіншілік жасайды. 

Ұсынылған зертханалық жұмысты студенттердің орындауында, оқытушы сабақ барысында сəйкес 
көмек көрсеткен жағдайда, аса қиыншылық тудырмайды жəне олар алған нəтижелеріне аса қуанып, 
МАТЛАВ жүйесінің басқа да мүмкіншіліктерін үйренуге құштарланады. Дегенмен, бірқатар студенттердің 
графиктерді форматтау дағдыларының жеткіліксіз екені байқалды. 

Түйін сөздер: кедергі,индуктивтілік, тоқ көзі. 
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ONE-DIMENSIONAL NUMERICAL SUBSTANTIATION  
OF SOME THREE-DIMENSIONAL PROBLEM STEADY STATE 

TEMPERATURE IN THE PRESENCE OF HEAT FLOW,  
HEAT EXCHANGE AND THERMAL INSULATION 

 
Abstract. Bearing components of jet propelled, hydrogen engines, atomic, and heat power plants, technological 

lines of processing industries, as well as internal combustion engines work in complicated thermal area. Reliable 
operation of these structures will depend on thermo-stress condition of bearing components. Therefore this research 
is dedicated to numerical study of thermo-stress condition of bearing components of structures. 

This article considers the problems of numerical study of the thermomechanical state of the rods of variable 
cross-section in the presence of local temperature, heat flux, thermal insulation, heat transfer and axial forces, is 
relevant interest for engineering and technological processes related strengths of the elements are partially thermally 
insulated structures. The rapid development of processing of natural resources became new problems for scientists in 
the development of adequate mathematical models generic computational algorithms and methods that allow a 
comprehensive numerical investigation of the thermos-elastic state of partially insulated construction elements of 
variable cross-section operating in challenging thermal and power field.  

Keywords: the temperature, the rod, the thermal energy, the algorithm, the energy. 
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ЧИСЛЕННОЕ ОБОСНОВАНИЕ ОДНОМЕРНОСТИ НЕКОТОРОЙ ТРЕХМЕРНОЙ 
ЗАДАЧИ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО СОСТОЯНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ 

ТЕПЛОВОГО ПОТОКА, ТЕПЛООБМЕНА И ТЕПЛОИЗОЛЯЦИИ 
 

Аннотация. В данной статье рассмотрены проблемы численного исследование термомеханического 
состояния стержней переменного поперечного сечения при наличии локальной температуры, теплового 
потока, теплоизоляции, теплообмена и осевых сил, представляет соответствующий интерес для техники, 
технологических процессов связанных прочностей элементов частично теплоизолированных конструкций. 
Бурное развитие переработки природных богатств, ставшие перед учеными новые проблемы разработки 
адекватных математических моделей универсальных вычислительных алгоритмов и методов, позволяющих 
всестороннее численное исследование термоупругого состояния частично-теплоизолированных элементов 
конструкций переменного поперечного сечение работающих в сложном тепловом и силовом поле. 

Ключевые слова: температура, тепловой поток, теплоизоляция, теплообмен, энергия. 
 
Рассмотрим проблемы численного исследование термомеханического состояния стержней 

переменного поперечного сечения при наличии локальной температуры, теплового потока, тепло-
изоляции, теплообмена и осевых сил, представляет соответствующий интерес для техники, техно-
логических процессов связанных прочностей элементов частично теплоизолированных кон-
струкций.  
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Экспериментальная часть 
Рассмотрим трехмерное тело, поперечное сечение которого имеет форму прямоугольного 

четырехугольника. Длина имеет бесконечную протяженность. Построим глобальную декартовую 
систему координат Oxyz, как показано на рисунке 1. 

                      
 

Рисунок 1– Расчетная схема рассматриваемой задачи 
 
В этой системе координат длину тела обозначим через )(смL , тогда  L , ширину 

тела (в направлении оси Ох) через А(см), ее высоту (в направлении оси Оу) - )(смB . Пусть на 

сторону 0x , By 0 ,  z  тела подведен тепловой поток постоянной 

интенсивности )/( 2смВтconstq  . Через поверхности противоположенной стороны тела ( Ax 
, By 0 ,  z ) происходит теплообмен ))/(( 2 СсмВтh  , а температура 

окружающей среды )( CTco
 . Обе стороны ( 0y  и By  , Ax 0 ,  z ) тела 

полностью теплоизолированы. Требуется определить закон распределения температуры в объеме 
рассматриваемого тела. Здесь следует отметить, что из за постановки задачи процесс 
теплопереноса является двумерным, то есть поле распределение температуры в любом сечении 

constz   рассматриваемого тела будет одинаковым. Поэтому закон распределения температуры 
является функцией от двух переменных, т.е. Т = Т (х, у). В рассматриваемом случае, тело является 
брусом бесконечной длины. В соответствии [1] выражение функционала, которое характеризует 
полную тепловую энергию для рассматриваемого бруса имеет следующий вид: 
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где V- объем рассматриваемого бруса; )0( xS - площадь поверхности )0( x  бруса, где подведен 

тепловой потокq; )( AxS  - площадь поверхности )( Ax   бруса, через которого происходит 

теплообмен с окружающей средойh; ))/((, СсмВтKK yyxx
 - коэффициент теплопроводности 

рассматриваемого бруса, соответственно по направлениям осей координат Ох и Оу. 
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Площадь поперечного сечения рассматриваемого бруса (которая имеет форму прямоугольного 
четырехугольника) дискретизируем с помощью координатных прямых на четыреугольные 
конечные элементы. Число дискретных конечных элементов будет nm  (соответственно по осей 
Ох и Оу). Для каждого элемента построим локальную систему координат Оху, таким образом, что 
начало координат совпадает с геометрическим центром элемента, как показано на рисунке 2. 
Нумерация узлов элемента указана на этом рисунке . Координаты узлов элемента в локальной 
системе координат будут следующими );;(1 ba  );;(2 ba  );;(3 ba );(4 ba . 

 

                                                     
 

Рисунок 2 – Схема построения локальной системы координат 
 
В пределах каждого элемента поле распределения температуры примем в виде билнейного 

полинома [2]: 

 xyyxyxT 4321),(   

   44332211 ),(),(),(),( TyxTyxTyxTyx   ,          (2) 

 

где 1T , 2T , 3T , 4T - значение температуры в узлах четырехугольника, ),(1 yx , ),(2 yx , 

),(3 yx , ),(4 yx - функции формы для рассматриваемого четырехугольного конечного 

элемента, которые имеют следующий вид [3]: 
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Свойства этих функции формы будут следующими: 
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в любой точке дискретного конечного элемента. 

Кроме того из (2), (3) легко определяется значения градиентов температуры в любой точке 
дискретного элемента: 
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Для наглядности предлагаемого вычислительного алгоритма поперечное сечение рассматри-
ваемого бруса рассмотрим как один дискретный элемент четырехугольной формы, как показано на 
рисунке 3. 

                        
 

Рисунок 3 – Расчетная схема рассматриваемой задачи 
 
Теперь для одного дискретного элемента вычислим интеграл по объему. Здесь пользуемся 

следующей формулой: 
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Используя выше написанные формулы напримере проведем проверку. 
 

Результаты и их обсуждения 
 
В целях проверки на точность и сходимость получаемых численных результатов проведем 

вычислительные эксперименты. За исходные данные принимая следующие значения: 
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 ;647,260294,05,010294,0 4321  TTTT  (9) 

 

Подставляя в последнее уравнение вместо 1T  ее выражение (9) имеем:  
 

 ;4539706,020588,275,0 432  TTT  (10) 

 

определим 2T :  

 ;92986,173756,017028,0 432  TTT  (11) 

 

определим 3T : 

 
;12,2832658,0 43  TT  (12) 

 
определим 4T : 

 
;665,514 CT   (13) 

 

определим значение 3T : 

 
;453 CT   (14) 

 

находим значения 2T : 

 
;452 CT   (15) 

 

находим значение 1T : 

 
;665,511 CT   (16) 

 
Таким образом, из-за симметричности поставленной задачи относительно осей Ох и Оу, 

получим, что ;665,5141 CTT  ;4532 CTT  Пользуясь (2) находим закон распределения 

температуры в пределах сечения бруса, т.е. четырехугольника: 
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(17) 

 
Здесь следует отметить, что axa  . 
 
Ожидаемые результаты 
Из последнего видно, что поле распределения температуры в пределах сечении бруса (четы-

рехугольника) не зависит от координаты осиОу. Это поле является линейной функцией от х. Кроме 
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того из (17) также видно, что найбольшая температура наблюдается в точках поверхности ax  . 

В точках этой поверхности значение температуры будет CyaxT 665,51),(   при byb  . 

Соответственно наименьшее значение температуры будет в точках поверхности ax  , т.е. 

CyaxT 45),(   при byb  . 

Таким образом, из полученных результатов видно, что рассматриваемый процесс теплопере-
носа из-за скалярности температуры является одномерным физическим процессом.  

 
Выводы 
Все эти тестовые расчеты показывают, что в рамках рассмотренной задачи при нахождении 

закона распределения температуры в пределах расчетной области с применением энергетического 
принципа достаточно дискретизировать одним четырехугольным элементом, вследствие чего 
разрешающая система будет состоять из четырех линейных алгебраических уравнений. Последние 
можно решать аналитически. Здесь следует отметить, что при других граничных условиях это 
утверждение может терять смысл. 
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ЖЫЛУ АҒЫНЫ, ЖЫЛУ АЛМАСУ ЖƏНЕ ЖЫЛУ ИЗОЛЯЦИЯСЫ БАР ҮШӨЛШЕМДІ  
ЕСЕПТІҢ ТҰРАҚТЫ ТЕМПЕРАТУРАЛЫ КҮЙІНДЕГІ САНДЫҚ СИПАТТАМАСЫ 

 
Аннотация. Көптеген өндіріс орындарында негізгі құрылым элементтері күрделі жылу көздері əсерінде 

тұрақты жұмыс жасайды. Өндірістің үздіксіз жұмыс жасауы əрине сол элементтердің сынып қалмауына 
тікелей байланысты. Сондықтанда алдын – ала негізгі құрылым элементтердің əр түрлі жылу көздері 
əсерінде қандай термо-механикалық жағдайда болуын терең зерттеу өндірістің үздіксіз, тұрақты, сапалы 
жұмыс жасау тұрғысынан өте өзекті мəселе болып табылады. Бұл ғылыми жұмыс осы мəселені шешуге 
бағытталған. 

Тірек сөздер: температура, жылу көздері, жылу алмасу, жылу ағыны, жылу изоляция. 
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ENERGY METHOD IN DECISION PROBLEMS  
THERMOELASTICITY 

 
Abstract. This article considers the problems of numerical study of the thermomechanical state of the rods. 

Bearing components of jet propelled and hydrogen engines, atomic and heat power plants, technological lines of 
processing industries, as well as internal combustion engines work in complicated thermal area. Reliable operation 
of these structures will depend on thermo-stress condition of bearing components. Therefore this research is 
dedicated to numerical study of thermo-stress condition of bearing components of structures in the form of limited 
length rods constrained from both ends. Herewith the rod is under influence of local temperature and heat exchange. 
Apart from this the rod under study is made of heatproof material ANV-300. Particularity of this material is that 
temperature expansion coefficient of the rod material depends on the temperature. The offered computational 
algorithm is based on the energy conservation principle. Herewith all types of integrals in energy functional formulas 
are integrated analytically. Whereupon the acquired numerical solutions will be of high accuracy. 

Keywords: the temperature, the rod, the thermal energy, the algorithm. 
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД В РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ 

 
Аннотация. На основе фундаментальных законов сохранения энергии в сочетании локальных квад-

ратичных сплайн функции разрабатывается универсальный вычислительный алгоритм, метод и соответ-
ствующее программное обеспечение, позволяющее исследовать теплофизическое состояние теплоизоли-
рованного стержня, ограниченной длины, при воздействий локольного теплового потока, теплообмена и 
температур. В работе разработанный вычислительный алгоритм и метод позволяет получить решения всех 
возникающих задач для стержней ограниченной длины, которые находятся под одновременным действием 
разнородных видов источников тепла. Точность полученных результатов обусловлена применением 
фундаментальных законов сохранения энергии. Универсальность разработанного вычислительного алго-
ритма и метода заключается в использовании его при решении класса теплофизических задач для стержней 
ограниченной длины. При этом все существующие естественные граничные условия учитываются на уровне 
закона сохранения энергии. Также следует отметить, что разработанная методика позволяет решать 
множество инженерных и прикладных задач для несущих элементов конструкций, которые работают в 
сложном тепловом поле. 

Ключевые слова: тепловой поток, теплообмен, теплопроводности, теплообмена, теплоизоляция. 
 
Несущие элементы современных газогенераторных энергетических установок, атомных и 

тепловых электростанций, водородных и реактивных двигателей, двигателей внутреннего сгорани, 
установок глубокой переработки минеральных сырья и нефтей работают в сложном силовом и 
тепловом поле. Надежной работы вышеприведенных установок будет зависить от термопроч-
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ностных характеристик их несущих элементов. В качестве несущих элементов рассматривались 
стержни ограниченной длины и постоянного поперечнего сечения [1][2]. В этих задачах на основе 
фундаментальных законов теплофизики [3] определены поле распределения температуры по длине 
стержня ограниченной длины с учетом действующих видов источников тепла. Другие анало-
гичные задачи рассмотрены в работах [4-6]. В этих работах ограничивались определением закона 
распределение температуры по длине исследуемого стержня в зависимости от видов заданных 
источников. В отличие от их в данной работе в качестве несущего элемента конструкций рассмат-
ривается горизонтальный стержень ограниченной длины и постоянного поперечного сечения. При 
этом боковая поверхность исследуемого стержня полностью теплоизолированная. На площадь 
поперечного сечения левого конца подводится тепловой поток постоянной интенсивности. Через 
площади поперечного сечения правого конца происходит теплообмен с окружающей этой 
площади средой. В этой задаче с помощью фундаментальных законов сохранения энергии [7] 
определяются:  

1) закон распределения температуры по длине рассматриваемого стержня; 
2) величина ее термического удлинения; 
3) величина возникающего осевого сжимающего усилия; 
4) закон распределения упругих, температурных и термоупругих составляющих деформаций и 

напряжений; 
5) поле перемещений. 

Экспериментальная часть 
Вывод разрешающих уравнений. Рассматривается горизонтальный стержень, ограниченной 

длины L [см]. Площадь поперечного сечениякоторого F [см2] постоянная по ее длине. Профиль 
поперечного сечения стержня может быть кругом, четырехугольником, треугольником, 
многоугольным и т.д. Теплофизические свойства материала стержня характеризуются 

коэффициентом теплового расширения материала стержня α [
ଵ

Ԩ
], теплопроводностью кх[

Вт

см∗Ԩ
] , а 

также модулем упругости Е[
кГ

смమ
].  

На площадь поперечного сечения левого конца, рассматриваемого стержня, подведен 

тепловой поток q [
Вт

смమ
]. Через площадь поперечного сечения правого конца происходит 

конвективный теплообмен с окружающей ее средой. При этом коэффициент теплообмена h [
Вт

смమԨ
], 

а температура окружающей среды ТԨ[Ԩ]. Требуется с начала определить закон распределения 
температуры по длине исследуемого стержня в зависимости от вида действующих источников 
тепла, геометрических и теплофизических характеристик стержня. Для этого сначала построим 
локальную аппроксимационную квадратичную сплайн функцию.  

Расчетная схема рассматриваемой задачи приводится на рисунке 1. 
 

 
 

Рисунок 1- Расчетная схема задачи 
 
Предположим, что 
 

 ܶሺх ൌ 0ሻ ൌ 	 ௜ܶ; ܶ ቀݔ ൌ
௅

ଶ
ቁ ൌ ௝ܶ;ܶሺݔ ൌ ሻܮ ൌ ௞ܶ  (1) 

 
Закон распределения температуры по длине исследуемого стержня аппроксимируем полным 

полиномомвторого порядка сплайн функции[8]  
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 ܶሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ ߮௜ሺݔሻ ∗ 	 ௜ܶ ൅ ߮௝ሺݔሻ ∗ ௝ܶ ൅ ߮௞ሺݔሻ ∗ ௞ܶ;0 ൑ ݔ ൑  (2)  ܮ
 
Где 

 ߮௜ሺݔሻ ൌ
ଶ௫మିଷ௅௫ା	௅మ

௅మ
; ߮௝ሺݔሻ ൌ

ସ௅௫ିସ௫మ

௅మ
; ߮௞ሺݔሻ ൌ

ଶ௫మି௅௫

௅మ
; 0 ൑ ݔ ൑  (3)  ܮ

 
Теперь для исследуемой задачи напишем функционал, которая характеризует закон сохране-

ния энергии [7]. 
 

ܬ  ൌ ׬ 	൅ ׬
௞௫௫

ଶ௏ ቀడ்
డ௫
ቁ
ଶ
ܸ݀ ൅	׬

௛

ଶ
ሺܶ െ ОܶСሻଶ݀ܵௌሺ௫ୀ௅ሻ ,   (4) 

 
Здесь следует отметить, что размерность каждого члена является [ВтԨ]. Это и есть работа, 

выполненной температурой, по аналогии [кг см]. Из-за физической сущности явления имеем: 
 

ଵܬ  ൌ ׬	 ݍ ∗ ܶ݀ܵௌሺ௫ୀ଴ሻ ൌ ݍܨ ௜ܶ   (5) 

 

ଷܬ  ൌ ׬
௛

ଶ
ሺܶ െ ОܶСሻଶ݀ܵௌሺ௫ୀ௅ሻ ൌ 	

ி௛

ଶ
ሺ ௞ܶ െ ОܶСሻଶ  (6) 

 
Для вычисления интеграла по объему в выражении (4), необходимо определить градиент 

температуры 
 

 
డ்

డ௫
ൌ

డఝ೔
డ௫ ௜ܶ ൅

డఝೕ
డ௫ ௝ܶ ൅

డఝೖ
డ௫ ௞ܶ ൌ

ସ௫ିଷ௅

௅మ ௜ܶ ൅
ସ௅ି଼௫

௅మ ௝ܶ ൅
ସ௫ି௅

௅మ ௞ܶ, 0 ൑ ݔ ൑  (7)  ܮ

 
Далее подставляя (7) в выражении J, а также пользуясь известной формулой  

׬  ݂ሺݔሻܸ݀ ൌ ܨ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ	
௅
଴௏   

имеем 
 

ଶܬ  ൌ ׬
௞ೣ
ଶ
ቀడ்
డ௫
ቁ
ଶ
ܸ݀ ൌ

ி௞ೣ
డ௫௏ ሺ7	 ௜ܶ

ଶ 	െ 16 ௜ܶ ௝ܶ ൅ 	2 ௜ܶ ௞ܶ െ 16 ௝ܶ ௞ܶ ൅ 16 ௝ܶ
ଶ ൅ 7 ௞ܶ

ଶሻ   (8) 
 

Тогда интегрированный вид функционала полной тепловой энергии имеет следующий вид: 
 

ܬ ൌ ଵܬ ൅ ଶܬ ൅ ଷܬ ൌൌ ݍܨ ௜ܶ ൅
௜݇ܨ
ݔ߲

൫7	 ௜ܶ
ଶ 	െ 16 ௜ܶ ௝ܶ ൅ 	2 ௜ܶ ௞ܶ െ 16 ௝ܶ ௞ܶ ൅ 16 ௝ܶ

ଶ ൅ ൅7 ௞ܶ
ଶ൯ ൅ 

																																																																																					൅	
ி௛

ଶ
ሺ ௞ܶ െ ОܶСሻଶ  (9) 

 

Здесь следует отметить, что для определения значений ௜ܶ , ௝ܶи	 ௞ܶ, можно получить 
соответствующую систему линейных алгебраических уравнений, где учитывается все 
существующие естественные граничные условия, варьируя J по ௜ܶ , ௝ܶи	 ௞ܶ. 

 

1) 
డ௃

డ்೔
ൌ 0;	→ ݍܨ ൅	

ி௞ೣ
଺௅

ሺ14 ௜ܶ െ 16 ௝ܶ ൅ 2 ௞ܶሻ ൌ 0 

2) 
డ௃

డ்ೕ
ൌ 0;	→ 	

ி௞ೣ
଺௅

ሺെ16 ௜ܶ ൅ 32 ௝ܶ െ 16 ௞ܶሻ ൌ 0                                                             (10) 

3) 
డ௃

డ்ೖ
ൌ 0;	→

ி௞ೣ
଺௅

൫2 ௜ܶ െ 16 ௝ܶ ൅ 14 ௞ܶ൯ ൅ ݄ܨ ௞ܶ െ ݄ܨ ОܶС ൌ 0 

 
После упрощения имеем 

 7 ௜ܶ െ 8 ௝ܶ ൅ ௞ܶ ൌ െ
ଷ௅௤

௞ೣ
 

 ௜ܶ െ 2 ௝ܶ ൅ ௞ܶ ൌ 0  (11) 

 7 ௜ܶ െ 8 ௝ܶ ൅ 7 ௞ܶ ൅
ଷ௅௛

௞ೣ
௞ܶ ൌ

ଷ௅௛்ೀ಴
௞ೣ
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Решая эту систему определим, что 
 

 ௜ܶ ൌ ைܶ஼ െ
௤

௛
െ

௅௤

௞ೣ
; ௝ܶ ൌ ைܶ஼ െ

௤

௛
െ

௅௤

ଶ௞ೣ
; ௞ܶ ൌ ைܶ஼ െ

௤

௛
  (12) 

 
Далее подставляя (12) в(2-3) и после упрощения определим закон распределения температуры 

по длине исследуемого стержня с учетом одновременного наличия теплоизоляции, теплового 
потока и теплообмена. Она будет иметь следующий вид: 

 

 ܶ ൌ ܶሺݔ, ைܶ஼, ,ݍ ݄, ,ܮ ݇௫ሻ ൌ ቀ ைܶ஼ െ	
௤

௛
െ

௤௅

௞ೣ
ቁ ൅	

௤

௞ೣ
0 ;ݔ ൑ ݔ ൑  (13)  ܮ

 
Отсюда видно, что в нашем случае закон распределения температуры по длине исследуемого 

стержня будет линейной. 
Результаты исследования. Определение теплофизического состояния стержня. Теперь 

приступим к решению следующей задачи. Из-за наличия поле температур, исследуемый стержень 
будет удлиняться. Требуется определить величину удлинения в зависимости от одновременного 
наличия разнородных источников тепла. Для этого, предположим, что левый конец стержня 
жестко защемлена, а правый - свободный. Из общих законов термодинамики [7] известно, что 
величина удлинения стержня от поле температур определяется следующим образом: 

 

 ∆்݈ ൌ ׬ ݔሻ݀ݔሺܶߙ
௅
଴   (14) 

 
Если принять, что α=const, имеем 
 

 ∆்݈ ൌ ׬ ݔሻ݀ݔሺܶߙ ൌ ሺܮߙ ைܶ஼
௅
଴ െ

௤

௛
െ

௤௅

ଶ௞ೣ
ሻ  (15) 

 
Далее будем решать третью возникающую задачу. Если оба конца исследуемого стержня 

будет жестко-защемлена, то она не может ни удлиняться и ни укорачиваться. В этом случае 
возникает осевое сжимающее усилие R[кг]. Его определим как решение статически 
неопределимой задачи при этом применяем условия совместимости деформации: 

 

 
ோ௅

ாி
൅ ்ܮ∆ ൌ 0 → ܴ ൌ 	െ

∆௅೅ாி

௅
ൌ െܨܧߙሺ ைܶ஼ െ

௤

௛
െ

௤௅

ଶ௞ೣ
ሻ  (16) 

 
После этого легко определяется решение четвертой задачи, определение возникающего поле 

термо-упругого напряжения ߪ ቂ
кГ

смమ
ቃ. Она определяется в соответствии обобщенного закона Гука:[9] 

 

ߪ  ൌ
ோ

ி
ൌ 	െ	ܧߙሺ ைܶ஼ െ

௤

௛
െ

௤௅

ଶ௞ೣ
ሻ  (17) 

 
Отсюда видно, что поле распределения термо-упругой составляющей напряжение ߪ будет 

прямой линией, которая параллельно к оси стержня и оси ОХ. 
Еще раз применяя обощенный закон Гука находится решение возникающей пятой задачи 

определения поле термо-упругой сосотавляющей дефомации 
 

ߝ  ൌ
ఙ

ா
ൌ 	െߙሺ ைܶ஼ െ

௤

௛
െ

௤௅

ଶ௞ೣ
ሻ   (18) 

 
Из решения видно, что она имеет прямолинейный характер, которая параллельна к оси OX. 
Если учесть, что q<0, то из(16-18) видны, что R, ߪ	и	ߝ будет иметь только сжимающий 

характер. 
Далее пользуясь фундаментальными законами термодинамики можно решать возникающую 

шестую задачу определения поле температурной составляющей деформации 
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ሻݔሺ்ߝ  ൌ െܶߙሺݔሻ ൌ െߙ ቂቀ ைܶ஼ െ
௤

௛
െ

௤௅

௞ೣ
ቁ ൅

௤

௞ೣ
ቃݔ , 0 ൑ ݔ ൑  (19)  ܮ

 
Отсюда видно, что ்ߝ- будет иметь сжимающий характер, и поле распределения будет 

линейной. 
Возникающую седьмую задачу можно определить пользуясь обобщенным законом Гука. 

Тогда поле распределения температурной составляющей напряжения имеет следующий вид: 
 

ሻݔሺ்ߪ  ൌ ሻݔሺ்ߝܧ ൌ െܧߙ ቂቀ ைܶ஼ െ
௤

௛
െ

௤௅

௞ೣ
ቁ ൅

௤

௞ೣ
ቃݔ , 0 ൑ ݔ ൑  (20)  	ܮ

 
Из решения видно, что она имеет линейный вид и сжимающий характер. 
Возникающую восьмую задачу об определении поле упругих составляющих деформаций 

определим из фундаментального закона 
  

ሻݔ௫ሺߝ  ൌ ߝ െ	்ߝሺݔሻ ൌ 	
ఈ

௞ೣ
ቀെ

௤௅

ଶ
൅ ቁݔݍ ൌ 	

௤ఈ

௞ೣ
ሺെ

௅

ଶ
൅   ሻ,   (21)ݔ

Отсюда видно, что ߝ௫ሺݔሻ имеет линейный характер. На участке 0 ൑ ݔ ൑
௅

ଶ
, она имеет 

растягивающий характер. В сечении x=
௅

ଶ
௫ߝ , ቀ

௅

ଶ
ቁ ൌ 0. Далее она имеет сжимающий характер. 

Решение возникающей девятой задачи определяется из соответствующего закона Гука 
 

ሻݔ௫ሺߪ  ൌ ሻݔ௫ሺߝܧ ൌ
௤ఈா

௞ೣ
ሺെ

௅

ଶ
൅  ሻ   (22)ݔ

 
Она имеет характер, как и ߝ௫ሺݔሻ. 
Теперь, наконец, решим десятую возникающую задачу об определении поля перемещения 

U(x). Она определяется из соотношения Коши 
 

௫ߝ  ൌ
డ௎

డ௫
ൌ	→ ܷሺݔሻ ൌ ׬ ݔሻ݀ݔ௫ሺߝ ൌ 	

௤ఈ

௞ೣ
ቀെ

௅

ଶ
ݔ ൅

௫మ

ଶ
ቁ ൅  .где С=const ,ܥ

 
Значение С определим из условия защемленности двух концов, то есть U(x=0)=U(x=L)=0. 

Тогда имеем, что С=0. Тогда поле перемещение имеет следующий вид: 
 

 ܷሺݔሻ ൌ
௤ఈ௫

௞ೣ
ሺ
௫

ଶ
െ	

௅

ଶ
ሻ, 0 ൑ ݔ ൑  (23)  ܮ

 
Отсюда видно, что U(x) имеет квадратичный вид. При этом сечение находящихся на участке 

0 ൏ ݔ ൑   .перемешается в направлении ОХܮ
Естественно, защемленные концы неперемешаются, т.е. U(x=0)=U(x=L)=0. 

Результаты и их обсуждения 
В целях иллюстрации разработанного вычислительного алгоритма и метода, за исходных 

данных примем следующее 

q=-500 
Вт

смమ
, h=5 

Вт

смమԨ
, Ԩܶ=20Ԩ, L=20см, kx=75 

Вт

смమԨ
, α=0,0000125

ଵ

Ԩ
, E=2*106 кГ

смమ
, 

r=1см, F=πr2 =πcm2 

При этих исходных данных определим следующее: 
1. Закон распределения установившегося поля распределения температуры по длине иссле-

дуемого стержня. Она определяется по формуле (13): 

ܶሺݔሻ ൌ
760
3

െ
20
3
∗ ݔ ൌ

20
3
ሺ38 െ ;ሻݔ 	0 ൑ ݔ ൑ 20см; 

2. Если левый конец стержня жестко-защемлен, а правый – свободен, то из-за наличия поля 
температуры исследуемый стержень удлиняется. Величины увеличения определяется по формуле 
(15): 
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∆்݈ ൌ 0,0000125 ∗ 20 ቀ20 ൅
ହ଴଴

ହ
൅

ହ଴଴∗ଶ଴

ଵହ
ቁ ൌ 0,04666… см; 

3. Если оба конца исследуемого стержня жестко-защемлены, то из-за наличия поля 
температуры возникает осевое сжимающее усилия R. Его величина определяется по формуле (16): 

ܴ ൌ െ0,0000125 ∗ 2 ൅ 10଺ ∗ ߨ ቀ20 ൅
ହ଴଴

ହ
൅

ହ଴଴∗ଶ଴

ଵହ଴
ቁ ൌ െ14653,333… кГ	; 

4. При наличии осевого сжимающегося усилия в сечениях стержня возникает сжимающее 
термо-упругое напряжение. Его величина определяется по формуле (17): 

ߪ ൌ െ0,0000125 ∗ 2 ∗ 10଺ ቀ20 ൅
ହ଴଴

ହ
൅

ହ଴଴∗ଶ଴

ଵହ଴
ቁ ൌ 	െ4666,666…

кГ

смమ
; 

5. При наличии термо-упругой составляющей напряжения возникает соответствующая термо-
упругая деформация. Его величина определяется по формуле (18): 

ߝ ൌ െ0,0000125 ቀ20 ൅
ହ଴଴

ହ
൅

ହ଴଴∗ଶ଴

ଵହ଴
ቁ ൌ െ0,00233…; 

6. Из-за наличия по длине стержня поля температуры возникает соответствующее поле 
температурной составляющей деформации. Она определяется по формуле (19): 

ሻݔሺ்ߝ ൌ െ0,0000125 ቂቀ20 ൅
ହ଴଴

ହ
൅

ହ଴଴∗ଶ଴

଻ହ
ቁ െ

ହ଴଴

଻ହ
∗ ቃݔ ൌ 	െ0,000083ሺ38 െ ሻ; 0ݔ ൑ ݔ ൑ 20см; 

Отсюда видно, что природа ε୘ሺxሻ по всей длине исследуемого стержня будет сжимающей; 
7. Из-за наличия ε୘ሺxሻ в сечениях стержня возникает соответствующая температурная 

составляющая напряжения. Закон распределния этого напряжения определяется по формуле (20): 
ሻݔሺ்ߪ ൌ ሻݔሺ்ߝܧ ൌ െ0,000166ሺ38 െ хሻ,0 ൑ ݔ ൑ 20см; 

Отсюда видно, что по всей длине исследуемого стержня природа ்ߪሺݔሻ будет сжимающей; 
8. Из-за наличия температурных и термо-упругих составляющих деформаций в стержне 

также возникает упругое составляющее деформации. Закон распределения упругой составляющей 
деформаций определяется по формуле (21): 

ሻݔ௫ሺߝ ൌ ߝ െ	்ߝሺݔሻ ൌ 	
ିହ଴଴∗଴,଴଴଴଴ଵଶହ

଻ହ
ቀെ

ଶ଴

ଶ
൅ ቁݔ ൌ 	െ0,000083ሺെ10 ൅ ሻ;0ݔ ൑ ݔ ൑ 20см; 

Отсюда видно, что на участке 0 ൑ x ൑ 10см стержня природа ε୶ሺxሻ будет растягивающей, а 
далее сжимающей; 

9. При наличии поля упругих составляющих деформаций в сечениях стержня также 
возникает упругое составляющее напряжения ߪ௫ሺݔሻ. Это поле определяется по формуле (22): 

ሻݔ௫ሺߪ ൌ
െ0,0000125 ∗ 2 ∗ 10଺ ∗ 500

75
൬െ

20
2
൅ ൰ݔ ൌ 	െ166ሺെ10 ൅ ,ሻݔ 0 ൑ ݔ ൑ 20см; 

Отсюда видно, что природа ߪ௫ሺݔሻ на участке 0 ൑ ݔ ൑ 20см	стержня будет растягивающей, а 
далее будет сжимающей; 

10.  Из-за наличия разнородных видов источников тепла, сечение стержня перемещаются. В 
случае, когда оба конца стержня жестко-защемлены, то возникающее поле перемещения 
определяется по формуле (23): 

 

ܷሺݔሻ ൌ
െ500 ∗ 0,0000125

75
∗ ݔ ൬

ݔ
2
െ	
20
2
൰ ൌ 	െ0,000083ݔ ቀ

ݔ
2
െ 10ቁ, 

0 ൑ ݔ ൑ 20см; 
 
Отсюда видно, что сечения в защемленных концах не перемещаются. Остальные все сечения 

перемещаются слева направо. Это обусловлено большим тепловым потоком, который подведен на 
площадь поперечного сечения левого конца стержня. 

Выводы. На основе фундаментальных законов сохранения энергии разработан вычислитель-
ный алгоритм и метод исследования установившегося термо-физического состояния теплоизоли-
рованного стержня ограниченной длины при одновременной наличии теплового потока и тепло-
обмена. Выявлено, что законы распределения температуры, упругих и температурных составляю-
щих будут линейными. В то время значения терм упругой составляющей деформации и напряже-
нии будут постоянными. Закон распределения перемещения будет иметь квадратичный характер, и 
все сечения стержня будет перемещаться слева в право если q<=0. 
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ТЕРМОСЕРПІМДІЛІКТІ ЕСЕПТЕУДЕГІ ЭНЕРГЕТИКАЛЫҚ ƏДІСІ 
 
Андатпа. Көптеген өндіріс орындарында негізгі құрылым элементтері күрделі жылу көздері əсерінде 

тұрақты жұмыс жасайды. Өндірістің үздіксіз жұмыс жасауы əрине сол элементтердің сынып қалмауына 
тікелей байланысты. Сондықтанда алдын – ала негізгі құрылым элементтердің əр түрлі жылу көздері 
əсерінде қандай термо-механикалық жағдайда болуын терең зерттеу өндірістің үздіксіз, тұрақты, сапалы 
жұмыс жасау тұрғысынан өте өзекті мəселе болып табылады. Бұл ғылыми жұмыс осы мəселені шешуге 
бағытталған. 

Тірек сөздер: температура, жылу көздері, жылу алмасу, жылу ағыны, жылу изоляция. 
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FEATURES OF THINKING OF THE TEACHER  
OF INFORMATICS IN HIGH SCHOOL 

 
Abstract: this article discusses all the areas of pedagogical training in higher school is, however, it is necessary 

no note especially the preparation is teacher of Computer science. As a result of the dynamic development Intensive 
science and academic subject in school, and as well as depending on the characteristics of their interdisciplinary 
Informatics, includes a wealth of material on the development of thinking of students. On the other hand, increases 
the level of thinking of students receiving Informatics, teacher of computer science of the mind can be exercised 
only when there is has at a sufficient level of development.  

The article discusses their software in high school is the development of thinking skills teachers in the process 
of learning the basics of effective. 

Key words: modernization, media programs, teachers, Methodists, reflective. 
 

К.Е. Турганбай, С.У.Қалдыбекова 
 

Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы 
 

ОСОБЕННОСТИ РАЗВИТИЯ МЫШЛЕНИЯ УЧИТЕЛЯ 
ИНФОРМАТИКИ В ВЫСШЕЙ ШКОЛЕ 

 
Аннотация: в данной статье рассматриваются все направления подготовки педагогических кадров в 

высшей школе, однако, надо особенно отметить подготовку будущих учителей информатики. В результате 
динамичного развития интенсивных наук и учебного предмета в школе,  а также в зависимости от свойств 
своего междисциплинарной информатики, включает в себя богатый материал по развитию мышления 
обучающихся. С другой стороны, увеличивает степень мышления обучающихся, получающих информации, 
разум учителя информатики может осуществляться только при наличии на достаточном уровне развития.  

В статье рассматриваются их программное обеспечение в высшей школе является развитие мышления 
учителей информатики в процессе обучения основам результативности. 

Ключевые слова: модернизация, мультимедийные программы, педагоги, методисты, рефлексивной. 
 
Қазақстандық білімді модернизациялаудың заманауи кезеңіне қойылатын талаптардың бірі 

білім беру сапасын оның іргелілігі мен тұлғаның, қоғам мен мемлекеттің келешектегі қажеттілік-
терін сақтап қалу барысында қамтамасыз ету болып табылады. Жалпыға білім беретін мектепте 
оқытуды модернизациялау, білім берудің оқушылардың тек белгілі бір білім қорын меңгеріп қана 
қоймай, сонымен қатар олардың тұлғалық қасиеттері мен қабілеттіліктерін дамытуға бағытталуын 
көздейді. Берілген тапсырманы іске асыру, терең ойлана білетін, дербес жəне белсенді мұғалімнің 
қолынан келеді, олай болса, қазіргі таңда жоғарғы кəсіби білімді болашақ мұғалімдердің ойлау 
қабілетін жетілдіруге бағыттау қажеттілігі туындайды.  

Қазақстан Республикасындағы білім ақпараттандыру жүйесін ары қарай дамыту процесін 
оқып үйренудің ақпараттық ресурсы болып табылатын оқытуға арналған прграммалық құралдарды 
дайындамай жүзеге асыру мүмкін емес. Олардың ақпараттық қызметтерінің де ауқымы кең, 
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мысалы, бақылайтын жəне тест жүргізетін программалар, компьютерлік ойындар, ақпараттық 
жүйелер, оқыту орталығы электрондық оқулықтар жəне мультимедиялық программалар.  

Білім жүйесі ел өміріндегі стратегиялық маңызды сала болып табылатындығы белгілі. Ал, оқу 
процесіндегі ескі əдістердің озық заман талабына жауап бере алмайтындығы өз-өзіне түсінікті. 
Бүгінгі уақыт талабына сəйкес білім беруді одан əрі жетілдіру оқу тəрбие процесіне озық тəжіри-
бені, ғылыми жетістіктерді енгізуді талап етеді. Белгілі педагог Ш.А.Амонашвили: «Оқушылардың 
білімін арттыру, пəнге қызықтыру үшін оқытуда, жалпы алғанда ең бірінші оқушылардың неге 
қызығатынын анықтап алып,содан соң содан бастау керек», - дейді. Информатика пəнін оқыту 
барысында оқулықтағы материалды құрғақ баяндаудан гөрі қызықты, бейнелі түрде түсіндіруге 
оқушылардың ойлауына бағытталғаны дұрыс деп ойлаймын. 

Компьютерді қосымша оқыту жабдығы ретінде пайдалану білім беру саласында жаңа бір 
əдістемелік жүйе қалыптастырып келеді. Бұл бағыттағы алғашқы қадам Президентіміздің орта 
білім жүйесін ақпараттандыру бағдарламасын жүзеге асырып, барлық мектептерді кемдегенде бір 
компьютерлік сыныппен қамтамасыз етуімен 2002 жылы іске асырылған Қазақстан Республикасы 
ұлттық ақпараттық инфрақұрылымын қалыптастыру мен дамыту мемлекеттік бағдарламасында 
компьютерлік технологияларды білім саласында кең қолдану ісін дамытуға көп көңіл бөліп отыр. 
Ендігі бағыт-сол компьютерлік техниканы тұрақты жұмыс істейтін күйде ұстап, білім саласындағы 
жаңа технологияларды пайдаланып, кез келген пəн мұғалімдерін электрондық оқу құралдарын 
даярлау, қолдану ісіне жұмылдыру жалғасуы тиіс [1]. 

Сонымен қоса, жоғарғы мектепте болашақ мұғалімнің ойлау қабілетін жетілдіруге аз көңіл 
бөлінетінін атап өткен жөн. Қазіргі уақытта білім беру үрдісінде ойлау қабілетін арттыру кездей-
соқ сипатқа ие жəне тек педагогтан ғана емес, сондай-ақ білім алушының өзіне де тəуелді.  

Жоғарыда аталғандар, жоғарғы мектепте педагогикалық кадрларды даярлаудың барлық бағыт-
тарына қатысты болып келеді, алайда болашақ информатика пəнінің мұғалімдерін даярлауға 
ерекше тоқталған жөн. Ғылым мен мектептегі оқу пəнінің қарқынды, əрі динамикалық түрде 
дамуының нəтижесінде, сондай-ақ өзінің пəнаралық қасиетіне байланысты информатика, білім 
алушылардың ойлау қабілетін дамытуға арналған бай материалдарды қамтиды. Басқа жағынан 
алып қарағанда, білім алушылардың ойлау қабілетін арттыруда информатиканың алатын дəрежесі, 
информатика мұғалімінің ақыл-санасының дамуы жеткілікті деңгейде болуы барысында ғана 
жүзеге асырыла алады.  

Адамның сапалы ойлау қабілетін дамыту мүмкіндіктеріне қатысты əр түрлі көзқарастар бар.  
Бірқатар ғалымдар сапалы ойлау қабілетін, жетілдірілуі мүмкін емес туыла берілетін қасиет деп 
сипаттаса (Д.Б.Занков жəне т.б.), енді бірлеулер мəселеге позитивті көзқарас танытты – сапалы 
ойлау қасиетін дұрыс ұйымдастырылған білім беру үрдісі барысында жетілдіруге болады. Қазіргі 
мектептегі дамыта оқыту бағдарламасы танымдық қабілеттерді дамытуға мүмкіндік береді. 
Баланың танымдық қабілеттерін дамыту жолдары мен əдіс-тəсілдерін жүйелі түрде зерттеген 
ғалымдар Д.Б.Занков, Б.Тұрғынбаева, Қ.Бозжанова, Е.И.Рогов, М.Р.Битянова т.б. жаңа бағдарлама 
қабілет табиғатына сүйене отырып оны дамыту жолдарын көрсеткен.  

Сапалы ойлауды, соның ішінде оның шығармашылық аспектілерін зерттеу, психология-
педагогикалық əдебиетте нақты қарастырылған: 

- Сапалы ойлаудың негізгі параметрлерін, оның түсініктемелі-терминологиялық аппаратын 
сипаттауға бағытталған еңбектер (М.И.Махмутов, Б.Тұрғынбаева, К.Бозжанова жəне т.б.); 

- Тұлғаны шығармашылық қызметтің субъектісі жəне шығармашылық дара тұлға ретінде 
зерттеумен байланысты еңбектер (Ш.Т.Таубаева, М.И.Махмутов, Ю.К. Бабанский жəне т.б.). 

- Оқу барысында баланың танымдық қабілетін дамыту жолдарын зерттеген И.Г.Песталоцци, 
К.Д.Ушинский, Д.Б.Занков, М.И.Махмутов, Б.Тұрғынбаева, К.Бозжанова т.б. ғалымдар осы 
проблеманы жан-жақты зерттеген. Б.М.Теплов қабілет табиғаты жəне оны қалыптастыру 
жолдарын анықтаған [2]. 

Мектепте білім беру сапасын арттырумен байланысты мəселелердің шешімін табудағы жəне 
білім алушылардың ойлау қабілетін дамытудағы жоғарғы педагогикалық мектептердің алыңғы 
қатарлы рөліне көптеген ғалымдар ерекше тоқталады (Ж.Қараев,В.В.Давыдов, М.Жанпейісова 
жəне т.б.). Сонымен қатар, қазіргі уақытта меңгерген білімдерді іс жүзінде қолдану бойынша қыз-
мет əдістерін қалыптастыруға ықпал ететін пəнді оқыту əдістері мен оны меңгерудің жаңа жолда-
рын іздеу мəселесі өзекті болып отыр. Соңғы жылдарда жүргізілген психикалогия-педагогикалық 
зерттеулерді талдау жұмыстары, білім берудегі жүйені құрайтын фактор ретінде, кең мағынада 
түсінілетін білім алушылардың қызметі болуы тиіс екенін көрсетеді (Қ. Жарықбаев, С. Қалиев 
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жəне т.б.). Қызмет барысында білім алушылар оның рационалды тəсілдерін жəне оған қажетті 
білімдерді игереді, олардың бойында қалыптасқан қызметтер олардың қабілеттеліктеріне, сондай-
ақ ойлау тəсілдеріне айналады (Қ. Жарықбаев) [3].  

Информатика пəн облысының пəндерін меңгеру барысындағы маңызды қызмет түрі, есептерді 
шығару болып табылады. Есептерді шығару арқылы білімдерді, біліктіліктерді жəне қабілеттілік-
терді меңгеру іске асырылады. Зерттеу жұмыстарында есептер негізгі оқыту құралы ретінде қарас-
тырылатын оқыту əдістемесі туралы айталады. Білім беру үрдісінде оқу тапсырмаларын пайдалану 
сұрақтары И.Я.Лернер, М.Н.Скаткин жəне т.б. психологтардың еңбектерінде қарастырылған [4]. 

Психология-педагогикалық жəне əдістемелік əдебиеттерге жүргізілген талдау, студенттердің 
шығармашылық белсенділігін дамыту сұрақтарына, ЖОО мəселелік оқытуға, білім берудегі тап-
сырмалардың рөліне жəне тұлғаның дамуына арналған зерттеулер санының көптігіне қарамастан, 
болашақ информатика мұғалімдерінің, оларды ЖОО-да оқыту үрдісінде сапалы түрде ойлау 
қабілетін жетілдіру мəселесі толық шешімін тапқан жоқ жəне нақты зерттеулерді қажет етеді.  

Осылайша, бір жағынан, көптеген зерттеулерде психологтар, педагогтар, əдіскерлер болашақ 
мұғалімдердің, соның ішінде информатика пəні мұғалімінің нəтижелі ойлау қабілетін жетілдіру қа-
жет екеніне ерекше тоқталады, екінші жағынан  педагогикалық  ЖОО-ның информатика-студент-
терінің информатика саласындағы пəндерді зерттеу үрдісінде оны дамытуға бағытталған тəсілдер мен 
əдістер бойынша зерттеу жұмыстары жоқтың қасы. Сол арқылы, жоғарғы мектепте білім беру сапа-
сын арттырудың негізгі аспектілерінің бірі ретінде болашақ информатика мұғалімдерінің ойлау қа-
білеттіліктерін дамыту қажеттілігімен байланысты болып келетін зерттеу өзектілігі анықталады [5]. 

Мəселе, мектептер мен заманауи қоғамның информатика пəнінің нəтижелі түрде ойлау қабіле-
тіне ие мұғалімдеріне деген қажеттілігі арасындағы қарама-қайшылықты шешуге, сондай-ақ бола-
шақ информатика мұғалімін оқыту əдістемесінің жеткілікті дəрежеде əзірленбегеніне байланысты 
болып келеді. 

Болашақ информатика мұғаліміне сапалы білім беруге жəне оның бойында нəтижелі ойлау 
қабілеттілігін қалыптастыруға бағытталған берілген тəсіл шеңберінде бағдарламалық қамтама 
негіздеріне оқыту əдістемесін əзірлеу жəне негіздеу. 

Зерттеу негізінде, болашақ информатика пəні мұғалімінің ойлау қабілетінің деңгейін жоға-
рылату, жəне информатиканы оқыту сапасы төмендегілер орындалған жағдайда қамтамасыз еті-
леді деген гипотеза бар: 

 мəселелік-тапсырмалы дəрістер арқылы жəне студенттердің нəтижелі ойлау деңгейін 
ескере отырып дифференциалдануын көздейтін жобалар əдісін пайдалану арқылы жүзеге 
асырылатын, диалогтықпен жəне рефлективтікпен сипатталатын мұғалім мен студент арасындағы 
өзара əрекеттестікті ұйымдастыру; 

 оқу үрдісінде студенттердің нəтижелі ойлау қабілетін дамытуға бағытталған информатика 
бойынша тапсырмалар жүйесін пайдалану. 

Нəтижелі ойлау қабілетін жетілдіру мəселелері бойынша зерттеулерді талдау негізінде, нəти-
желі ойлаудың жеке сапаларын дамытуға көбірек ықпал ететін информатика бойынша тапсыр-
малар типін анықтау, нəтижелі ойлаудың жеке сапаларын дамытуға бағытталған информатика 
бойынша тапсырмалар жүйесін құру шарттарын құрастыру керек. 

Нəтижелі ойлау қабілетін мақсатқа бағытталған түрде жетілдіру барысында ЭЕМ бағдарла-ма-
лық қамтамасын функционалдық тұрғыда толықтыру жəне оның тағайындалуын əзірлейтін дəріс 
сабақтар мен пəннің зертханалық практикумын өткізудің əдістемелік ерекшеліктерін анықтау 
қажет [6]. 

Берілген тəсіл шеңберінде болашақ информатика мұғалімінің нəтижелі ойлау қабілетін 
жетілдіруге жəне информатиканы оқыту сапасын арттыруға бағытталған болашақ информатика 
мұғалімін бағдарламалық қамтама негіздеріне оқыту моделінің болуы. 

Болашақ информатика мұғалімінің нəтижелі ойлау қабілетін жетілдіруге арнап əзірленген 
бағдарламалық қамтама негіздеріне оқыту əдістемесінің тиімділігін тəжірибе жүзінде тексеру 
керек. 

Алға қойылған тапсырмаларды орындау үшін келесідей зерттеу əдістері қолданылды: теория-
лық талдау жəне философиялық жалпылау, зерттеу мəселесі бойынша психологиялық, педагогика-
лық жəне əдістемелік əдебиеттер; сараптау, тестілеу, оқу үрдісін бақылау, педагогикалық тəжі-
рибе, тəжірибе нəтижелерін талдау жəне оларды статистикалық өңдеу [7]. 

Болашақ информатика мұғалімінің нəтижелі ойлау қабілетін жетілдіруге бағытталған инфор-
матика бойынша тапсырмалар жүйесін құрастырудың  ең алғаш рет теориялық негіздемесі жа-
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салды, осы ретте тапсырмалар топологиясы мен нəтижелі ойлау сапасының дамуына осы тапсыр-
малардың ықпалы ескеруіміз керек. Алдыңғы қатарлы аспектілері ретінде диалог ұйымдастыру 
жəне мəселелі-тапсырмалы дəріс шеңберінде, практикалық сабақтарда жəне практикаға-бағыт-
талған жобаларда рефлексивтік ұстанымды культивирлеу қолданылатын нəтижелі ойлау қабілетін 
жетілдіруге бағытталған болашақ информатика мұғалімдеріне бағдарламалық қамтама негіздерін 
оқытудың əдістемелік жұмыстарын да қолдануды үйрену керек. 
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ЖОҒАРҒЫ МЕКТЕПТЕ ИНФОРМАТИКА ПƏН МҰҒАЛІМНІҢ  

ОЙЛАУ ҚАБІЛЕТІН ЖЕТІЛДІРУ ЕРЕКШЕЛІКТЕРІ 
 
Аннотация: Бұл мақалада жоғарғы мектепте педагогикалық кадрларды даярлаудың барлық 

бағыттарына қатысты болып келеді, алайда болашақ информатика пəнінің мұғалімдерін даярлауға ерекше 
тоқталған жөн. Ғылым мен мектептегі оқу пəнінің қарқынды, əрі динамикалық түрде дамуының 
нəтижесінде, сондай-ақ өзінің пəнаралық қасиетіне байланысты информатика, білім алушылардың ойлау 
қабілетін дамытуға арналған бай материалдарды қамтиды. Басқа жағынан алып қарағанда, білім 
алушылардың ойлау қабілетін арттыруда информатиканың алатын дəрежесі, информатика мұғалімінің ақыл-
санасының дамуы жеткілікті деңгейде болуы барысында ғана жүзеге асырыла алады.  

Мақалада жоғары мектепте информатика пəнінің мұғалімдерін бағдарламалық қамтама негіздеріне 
оқыту барысында олардың нəтижелі түрде ойлау қабілеттіліктерін дамыту болып табылады.  

Кілттік сөздер: модернизациялау, мультимедиялық программалар, педагогтар, əдіскерлер, 
рефлексивтік. 
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About the problem of key distribution in Mapreduce model 

 
Abstract. An important result in the field of processing of large amounts of data is the invention of the 

Mapreduce model. This model is based on the separation of data processing between parallel running processes. 
Data processing is performed using two types of functions: map and reduce. Map defines the transformation of input 
text by parallel processes on the basis of which a set of key / value pairs is generated. Reduce is operate on specific 
key and a list of all values associated with this key by performing a set of operations on this list of values, result of 
which is a pair with a key value and a certain aggregate value obtained as a result of these operations. The working 
environment of Mapreduce is a cluster consisting of a set of compute nodes. The nodes in the cluster must be 
connected by the communication network. Each node is scheduled to launch map and reduce processes. 

Thus, an important task is to plan the distribution of keys among reduce processes in order to minimize data 
transfer operations over the network. Importance is justified by the fact that data transfer operations over the network 
greatly increase the processing time in case of incorrectly planned key distribution process. This task is NP-
complete. The NP-completeness of the problem limits its exact solution, even for small parameters of the input data. 
For its effective solution in the current article, an approach based on the genetic algorithm is proposed. This 
approach can not guarantee an exact solution, but gives rather good approximated results. Another advantage of this 
approach is the ability to solve problems with large parameters of input data.  

Keywords: Mapreduce, optimization, parallel processing, Generalized assignment problem.   
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О ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
КЛЮЧЕЙ В MAPREDUCE МОДЕЛИ 

 
Аннотация. Важным результатом в области обработки больших объемов данных является 

изобретение Mapreduce модели. В основе данной модели лежит разделение обработки данных 
между параллельными процессами. Обработка данных производится c использованием двух типов 
функций: map и reduce. Map задает преобразование входного текста параллельными процессами на 
основе которого генерируется набор пар ключ/значение. Reduce на основе определенного ключа и 
списка всех значений, связанных с этим ключом, производит набор операций над списком 
значений, результатом которого является пара со значением ключа и определенного агрегирован-
ного значения, полученного как результат этих операций. Средой работы Mapreduce является 
кластер, состоящий из набора вычислительных узлов. Узлы в кластере должны быть соединены 
коммуникационной сетью. На каждом узле производится запуска процессов map и reduce.      

Таким образом, важной задачей является планирование распределения ключей по процессам 
reduce с целью минимизации операций передачи данных по сети. Важность обоснована тем, что 
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Из рисунка 1 видно, что данные с одинаковыми ключами на этапе распределения ключей 
(Shuffle) передаются одному процессу, ответственному за обработку определенного ключа. Так 
как объем данных может быть огромным, то соответственно, важно правильно определить, какому 
процессу нужно назначить определенный  ключ для минимизации операций передачи данных по 
сети.      

Для задачи распределения вычислительной нагрузки между параллельно работающими 
процессами и оптимального балансирования объема данных нами был применен эвристический 
подход на основе генетического алгоритма. Генетические алгоритмы [6-9] используются для 
решения многих задач в области комбинаторной и многокритериальной оптимизации. Основную 
часть задач в данных областях составляют NP-полные задачи, для которых не существует 
полиномиального алгоритма для их решения. Таким образом, многие важные задачи из данных 
областей остаются без эффективных подходов, которые способны были бы за разумное время 
решить данную задачу даже для самых малых параметров входных данных. Таким образом, 
единственными методами способными дать более или менее подходящее решение для больших 
размерностей данных задач являются различные классы эвристических алгоритмов.              

Формулировка задачи оптимизации состоит из следующего множества условий:  
 

݉݅݊ ෍ ෍ ௜௝ݔ ൈ ௜௝ݐݏ݋ܿ

௞௘௬௦

௝ୀଵ

௧௛௥௘௔ௗ௦ିଵ

௜ୀ଴

																																																																																												ሺ1ሻ 

 
௜௝ݔ ∈ ሼ0,1ሽ																																																																																																																														ሺ1ሻ 

 

݉݅݊ ൬ ݔܽ݉
௜,௝ୀ଴..௧௛௥௘௔ௗ௦ିଵ

ห݈݀ܽ݋௜ െ ܽ݋݈ ௝݀ห൰																																																																													ሺ2ሻ 

 

௜݀ܽ݋݈ ൌ ෍ ෍ ௜௝ݔ ൈ ௧௝݁ݖ݅ݏ

௞௘௬௦

௝ୀଵ

௧௛௥௘௔ௗ௦ିଵ

௧ୀ଴

																																																																																	ሺ3ሻ 

 
Задача оптимизации, приведенная выше, является модификацией “Обобщенной задачи о 

назначениях” [10-13]. Данная задача относится к классу NP-полных задач. Различные генетические 
алгоритмы для решения данной задачи были описаны ранее [14,15].  

Для того чтобы найти стоимость назначения ключа ݆ потоку ݅ нам требуется создать матрицу, 
в которой каждому элементу данной матрицы ܿݐݏ݋௜௝ присваивается значение стоимости 
назначения ключа ݆ потоку ݅. Данная стоимость задается на основе количества элементов 
определенного ключа, которые требуется передать определенному потоку. В формуле (3) дается 
определение функционала балансировки нагрузки. Функционал балансировки нагрузки 
рассчитывается как минимальное значение максимальной разницы общей нагрузки ݈݀ܽ݋ между 
любыми парами различных потоков. Значение общей нагрузки ݈݀ܽ݋ для каждого потока 
рассчитывается согласно формуле (4). Формула (2)  описывает область определения для 

переменной  ݔ௜௝ . Значение ݔ௜௝ задается равным 1, если поток ݅ был назначен для обработки ключа 
под номером ݆, в противном случае, данное значение равно 0 и, соответственно, поток ݅ не был 
назначен для обработки ключа ݆. Для модифицированной “Обобщенной задачи о назначениях” 
применимо к процедуре распределения ключей в Mapreduce модели, требуется оптимизировать 
значение обоих функционалов для получения приемлемого решения.   

Для того чтобы применить к вышеописанной задаче подход с применением генетического 
алгоритма нужно определить как можно представить задачу на языке генетического алгоритма. 
Решение (особь) для задачи можно представить в виде вектора значений, где -ому элементу 
данного вектора присваивается номер потока назначенного для обработки ݅-ого ключа. Популяция 
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представляет собой множество особей, выбранных согласно методам отбора генетического 
алгоритма. Размер популяции задается, как отдельный параметр алгоритма и может быть изменен 
в зависимости от специфических свойств решаемой задачи. Хромосома является упорядоченной 
последовательностью генов. Ген представляет собой атомарный элемент хромосомы. Начальная 
популяция выбирается случайной генерацией значений генов для хромосомы каждой особи. 
Функция приспособленности (фитнес-функция) определяет меру приспособленности 
определенной особи. Для нашей задачи оптимизации фитнес-функция рассчитывается как 
взвешенная сумма значений функционалов (1) и (3) для каждой особи в популяции. Задача 
генетического алгоритма, таким образом, выражается в нахождении особи с лучшим значением 
фитнес-функции. Генетический алгоритм для задачи распределения ключей в Mapreduce модели 
работает согласно следующей процедуре:  

 
Load balancing procedure  

Initialize algorithm 

Generate initial random population p of chromosones 

While i <= MAX_ITERATIONS 

Update fitness values of each element of p 

For i=1..P_NUM 

Choose two parent elements p1 and p2 from current population p by 

applying tournament selection 

Perform crossover on p1 and p2 to generate child chromosone c 

Perform mutation on child chromosone c 

Add child chromosone c to the list of new population elements np  

End Of For 

Assign current population p to newly obtained population list np 

End of While 

Choose list member with best fitness value and assign it to array 

sol 

 
Рисунок 2 - Генетический алгоритм распределения ключей в Mapreduce модели 

 
Основной цикл алгоритма состоит из P_NUM шагов. На каждой итерации алгоритма сначала 

обновляются значения фитнес-функции для каждой особи в текущей популяции. Затем, 
выбираются две особи популяции p1 и p2 на основе турнирного отбора, цель которого заключается 
в том, чтобы выбрать из случайно выбранного множества особей из текущей популяции наиболее 
приспособленного (с наилучшим значением фитнес-функции). После этого, производится 
операция кроссинговер (сrossover), и из двух особей, посредством данной операции, генерируется 
новая особь потомок, которая наследует свойства обоих родительских особей. После этого новая 
особь потомок добавляется в новую популяцию. Затем, производится операция мутации над новой 
особью потомком, после которой основной цикл алгоритма завершается и происходит переход на 
новую итерацию.  
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1əл-Фараби атыңдағы Қазақ Ұлттық Университеті, Алматы, Қазақстан Республикасы 
 

КІЛТТЕРДІ MAPREDUCE ҮЛГІСІНДЕ ТАРАТУ ЕСЕБІ ТУРАЛЫ 
 
Үлкен деректерді өңдеу саласында Mapreduce үлгіні ойлап шығаруы маңызды нəтиже деп есептелінеді. 

Осы үлгінін негізінде деректерді өңдеу тапсырмасын параллельді процесстер арасында бөлуі жатыр. 
Деректерді өңдеу тапсырмасы екі функция арқылы орындалады: map жəне reduce. Map кіріс мəтінді 
параллельді процесстермен түрлендіру тапсырмасын орындайды, нəтижесінде кілт/мағынасы жиынтығы 
құрастырылады. Белгілі кілт жəне осы кілтпен байланысты мағыналар  жиынтығы негізінде reduce 
мағыналар  жиынтығымен    əртүрлі операцияларды орындайды, нəтижесі ретінде кілт жəне операциялардан  
алынған жинақ мағынасы боп табылады. Mapreduce жұмыс істеу ортасы бірнеше есептеу орталықтардан 
құрылған кластерден тұрады. Кластердін орталықтары коммуникациялық желілермен байланыстырылған 
болу керек. Əр есептеу орталығыңда map жəне reduce процесстердін іске косыуы орындалады. 

Сонымен, желілер бойынша деректерді жіберу азайту мақсатымен кілтерді reduce процесстер ішінде 
тарату есебі  мыңызды боп есептелінеді. Кілттерді тарату тапсырма дурыс емес жоспарылған кезде 
деректерді желілер арқылы жіберу мағыналы дəрежесінде деректерді өңдеу уақытын көбейтеді. Осы есеп 
NP-толық есептеріне жатады. NP-толықтығы түгіл ең кіші деректердін кіріс параметрлердін жағдайында осы 
есептін нақты шешімін табуын шектейді. Осы есепті тиімді түрде шешу үшін осы мақалада генетикалық 
алгоритм негізінде тəсілдеме ұсынылады. Осы тəсілдеме нақты шешімін жеткізе алмай мүмкін, бірақ өте 
жақсы жуықтама нəтижесін көрсете алады. Осы  тəсілдеменін үлкен параметрлермен кіріс деректерден 
құрылған есептерді шешуі басқа артықшылық боп есептелінеді.   

Тірек сөздер: Mapreduce, үйлесімділеу, деректерді параллельді өңдеу, Жалпылама тағайындау есебі. 
  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
173 

N E W S 
OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 3, Number 313 (2017), 173 – 180 
 

E.A. Bakirova1, N.B. Iskakova2,  B.Uaisov3 
 

1,2 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty, Kazakhstan; 
1 Kazakh State Women’s Teacher Training University, Almaty, Kazakhstan; 

2 Kazakh National Pedagogical University named after Abai, Almaty, Kazakhstan; 
3 Kazakh Academy of Transport and Communications named after M.Tynyshbayev 

E-mail: bakirova1974@mail.ru, narkesh@mail.ru 
 

ON THE ALGORITHM FOR SOLVING OF A LINEAR BOUNDARY 
VALUE PROBLEM FOR FREDHOLM INTEGRO-DIFFERENTIAL 

EQUATION WITH PARAMETER 
 
Abstract. On a finite segment Fredholm’s integral-differential equation with a parameter is 

considered. The kernel of integral member is assumed degenerate and as additional conditions allowing to 
find the values of parameter and corresponding to it solution of the investigated equation the values of 
solution are given in initial and eventual points of segment. At the fixed values of parameter the Cauchy 
problem for the Fredholm integral-differential equation with a degenerate kernel is solved. Using the 
fundamental  matrix of differential part and assuming uniqueness solvability of the Cauchy problem an 
origin boundary value problem  is reduced to the system of linear algebraic equations  with respect to 
unknown parameter. Existence of solution of this system provides solvability of the investigated problem. 
The algorithm of finding of solution for initial problem is offered based on a construction and solving  of 
the system of linear algebraic equations. The basic auxiliary problems of algorithm are: the Cauchy 
problem for ordinary differential equations and calculation of definite integrals. The numerical 
implementation of algorithm offered in the article uses the method of Runge-Kutta  of fourth order to 
solve the Cauchy problem for ordinary differential equations and Simpson’s  method for the estimate of 
definite integrals. 

Key words: boundary value problem with parameter, Fredholm integro-differential equation, 
solvability, algorithm. 
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ  ЛИНЕЙНОЙ  
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА С ПАРАМЕТРОМ 
 
Аннотация. На ограниченном отрезке рассматривается интегро-дифференциальное уравнение 

Фредгольма с параметром. Ядро интегрального члена предполагается вырожденным и в качестве 
дополнительных условий, позволяющих найти значения параметра и ему соответствующее 
решение исследуемого уравнения даны значения решения в начальной и конечной точках отрезка. 
При фиксированном значении параметра решается задача Коши для интегро-дифференциального 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
174  

уравнения Фредгольма с вырожденным ядром. Используя фундаментальную  матрицу дифферен-
циальной части и предполагая однозначную разрешимость задачи Коши исходная краевая задача 
сводится к системе линейных алгебраических уравнений относительно неизвестного параметра. 
Существование решения этой системы обеспечивает разрешимость исследуемой задачи. 
Предложен алгоритм нахождения решения исходной задачи, основанный на построении и 
решений системы линейных алгебраических уравнений. Основными вспомогательными задачами 
алгоритма являются: задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений, вычисления 
определенных интегралов.   Предлагаемая в статье численная реализация алгоритма использует 
метод Рунге-Кутта  четвертого порядка для решения задачи Коши для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений и метод Симпсона для приближенного вычисления определенных интег-
ралов.  

Работа выполнена в рамках проекта №3362/ГФ4 по грантовому финансированию Минис-
терства образования и науки Республики Казахстан  

Ключевые слова: краевая задача с параметром, интегро-дифференциальное уравнение 
Фредгольма,  разрешимость,  алгоритм.  

 
Вопросы существования и единственности решения краевых задач для дифференциальных и 

интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма, содержащих параметры, исследованы в [1-9].    
Двухточечная краевая задача для системы интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма  

рассмотрены в  работах [10-16].  
В настоящей работе на отрезке ][0,T  рассматривается линейная двухточечная краевая задача 

для интегро-дифференциального уравнения Фредгольма  с параметром  

 ,)(0,,,),()()()()()(=
0

TtRxtftKdssxstxtA
dt

dx n
T

                  (1) 

                                               ,0)0( x                                                         (2) 

 ,,)( 11 nRxxTx                                                    (3) 

где )( nn -матрицы ),(tA ),(t )(t  и n -вектор )(tf  непрерывны на ][0,T .  

Через )],,0([ nRTC
 обозначим пространство непрерывных функций  nRTx ],0[:  с нормой 

.)(max
],0[1

txx
Tt

  

Решением задачи (1)-(3) является пара )),((  tx , где непрерывная на ][0,T  и  непрерывно 

дифференцируемая на )(0,T   функция )(tx , удовлетворяет  интегро-дифференциальному 

уравнению с параметром (1) при     и краевым  условиям  (2), (3). 

Пусть )(tX  - фундаментальная матрица обыкновенного дифференциального уравнения  

 ].,0[,)( TtxtA
dt

dx
  

Тогда решение  задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения с параметром (1), (2) 
сводится к эквивалентной системе интегральных уравнений  

   
Tt

dssxsdXtXtx
00

1 )()()()()()(   

  dfXtXdKXtX
tt

)()()()()()(
0

1

0

1    . 

  (4) 
 Введя обозначение  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
175 

 
T

dssxsa
0

)()(  

систему (4) запишем в виде 

    adXtXtx
t

 )()()()(
0

1  

  dfXtXdKXtX
tt

)()()()()()(
0

1

0

1    . (5) 

Умножив обе части (5) на ),(  интегрируя по   на отрезке ],0[ T , получим 

 


ddfXXddKXXaGa
TT

111
0

1

0
111

0

1

0

)()()()()()()()(    ,      (6) 

где   ddXXG
tT

111

0

1

0

)()()()(   . 

При обратимости матрицы GI    из равенства  (6) следует 

 






   


ddKXXGIa
T

111
0

1

0

1 )()()()(][  

 






   


ddfXX
T

111
0

1

0

)()()()( ,  (7) 

где I - единичная  матрица размерности n . 
Подставив в (5) вместо a  правую часть (7), получим представление )(tx  через параметр  : 

   1

0

1 ][)()()()( GIdXtXtx
t

  

 












  
1222

0

1
1

0
11222

0

1
1

0
1 )()()()()()()()(

11




ddfXXddKXX
TT

 

  dfXtXdKXtX
tt

)()()()()()(
0

1

0

1                  (8) 

Определив из (8) значение )(tx  при Tt   и подставив его в краевое усло-вие (3), получим 

систему линейных уравнений относительно параметра :  

        ,)(=)( TFTQ 
        ,nR                    (9) 

где 

     dKXTXTQ
T
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ddKXXGIdXTX
0 0

1
0
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1
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11 ,)()()()(][)()()(

1 
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     dfXTXxTF
T

0

1)1( )()()()(

     
T

ddfXXGIdXTX
0 0

1
0

222
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 

 . 

При обратимости матрицы GI   необходимым и достаточным условием разрешимости 
задачи (1)-(3) является существование решения системы (9), а критерием однозначной 
разрешимости обратимость матрицы ).(TQ   

Предлагается следующий алгоритм нахождения решения задачи (1)-(3). 
I. Решая задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений 

 ,)()(= txtA
dt

dx   ,0)0( x  ],,0[ Tt  (10) 

 ),()(= tKxtA
dt

dx
  ,0)0( x   ],,0[ Tt  (11) 

 ),()(= tfxtA
dt

dx
  ,0)0( x  ],,0[ Tt   (12) 

получим )( nn  матричные функции ),(~ t  ),(
~

tk   и n - вектор-функцию )(
~

tf  соответственно.  
II. Вычислим интегралы 

 




TT

TT

dttftfdttKtK

dtttdtt

00

00

,)(
~

)(=)(ˆ,)(
~

)(=)(ˆ

,)(~)(=)(ˆ,)(=ˆ




  (13) 

III. Предполагая обратимость матрицы GI   составим систему линейных алгебраических 

уравнений (9). Решая эту систему, найдем параметр .  

IV. Равенством (7) найдем элемент a  и построим функцию  

 .)(0,),()()()( TttftKattF     
Решая следующую задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 

 ),()(= tFxtA
dt

dx   ,0)0( x  ],,0[ Tt   

найдем ).(tx    

Если известна фундаментальная матрица ),(tX  то решение краевой задачи (1)-(3) 
определяется равенством 

    
t

dfKaXtXtx
0

1 ,)()()()()()(   

 ].,0[ Tt   (14) 
Предлагаемый алгоритм дает решение краевой задачи для интегро-дифференциального 

уравнения Фредгольма с параметром (1)-(3) в аналитической форме (14). 
Для случая, когда фундаментальную матрицу построить не удается, предлагается численная 

реализация вышеизложенного алгоритма, основанная на методе Рунге-Кутта 4-го порядка и 
формуле Симпсона. Методом Рунге-Кутта 4-го порядка находим численные решения задач Коши 
(10)-(12). С помощью формулы Симпсона вычисляем определенные интегралы (13). Численные 
решения задач Коши и численные значения определенных интегралов позволяют получить 
приближенную систему алгебраических уравнений относительно параметра .  
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Пример. На отрезке ]1,0[  рассмотрим краевую задачу для интегро-дифференциального 
уравнения с параметром  

,(0,1),,),()()()()()(= 2
1

0

  tRxtftKdssxstxtA
dt

dx    (15) 

                      ,0)0( x       ,,)1( 211 Rxxx                                           (16) 
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Решением задачи (15), (16) является пара  ,),(  tx  где ,
)1(

)( 2 






 


t

tt
tx .

1

1










  

I. Взяв число разбиений интервала )1,0[  равным 40M  с шагом 025.0h  и решая 
методом Рунге-Кутта задачу Коши 

 ,)()(= txtA
dt

dx   ,0)0( x  ],1,0[t  

определим значения )22(   матрицы Mih
i ,0,~  . Используя значения матриц 

Mit h
i ,0,~),(  , с помощью формулы Симпсона вычислим  

 .)(~)(=)(ˆ
1

0
 dttt h

i
h   

Тем самым получим матрицу .
234769.0053684.0

157062.1183858.0
)(ˆ 








  hhG  

Матрица hGI   имеет обратную: .
451121.1095451.0

057285.2360599.1
][ 1









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II. Решая задачи Коши методом Рунге-Кутта 4-го порядка  

 ),()(= tKxtA
dt

dx
  ,0)0( x  ],,0[ Tt  

 ),()(= tfxtA
dt

dx
  ,0)0( x  ],,0[ Tt  

найдем значения матриц 
h
iK

~
 и векторов Mif h

i ,0,
~

 . 

Применяя формулы Симпсона, вычислим определенные интегралы 
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III. Используя численные решения задач Коши и численные значения определенных 
интегралов, составим приближенную систему алгебраических уравнений относительно параметра 
 : 

 ,)1(=)1( hh FQ     ,2R   
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где  .
683668.3

254688.2
)1(,

234617.0060207.0

447868.0288198.0
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Решая полученную систему, находим приближенное значение параметра 

 .
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999999954.0
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IV. Подставляя приближенное значение параметра в правую часть равенства 

  ,)(ˆ)(ˆ][ 1 fKGIa hhhh     

определим приближенное значение элемента  .
033333255.0

083333331.0
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V. Методом Рунге-Кутта 4-го порядка решая задачу Коши 

 ),()(= , tFxtA
dt

dx h   ,0)0( x   ],,0[ Tt  

где )()()()(, tftKattF hhh   , находим численные значения решения краевой задачи 

(15), (16) в точках разбиения интервала )1,0( , которые приведены в следующей таблице. 
 

Таблица - Результаты вычисления численного решения краевой задачи 
 

t  )(1 tx  

(численное решение) 

)(1 tx  

(точное решение) 

)(2 tx  

(численное решение) 

)(2 tx  

(точное решение) 
0.000 0 0 0 0 

0.025 -0.024375 -0.024375 0.000625 0.000625 
0.050 -0.047499999 -0.0475 0.0025 0.0025 
0.075 -0.069374999 -0.069375 0.005625 0.005625 
0.100 -0.089999999 -0.09 0.01 0.01 
0.125 -0.109374999 -0.109375 0.015625 0.015625 
0.150 -0.127499999 -0.1275 0.0225 0.0225 
0.175 -0.144374998 -0.144375 0.030625 0.030625 
0.200 -0.159999998 -0.16 0.04 0.04 
0.225 -0.174374998 -0.174375 0.050625 0.050625 
0.250 -0.187499998 -0.1875 0.0625 0.0625 
0.275 -0.199374998 -0.199375 0.075625 0.075625 
0.300 -0.209999998 -0.21 0.089999999 0.09 
0.325 -0.219374998 -0.219375 0.105624999 0.105625 
0.350 -0.227499997 -0.2275 0.122499999 0.1225 
0.375 -0.234374997 -0.234375 0.140624999 0.140625 
0.400 -0.239999997 -0.24 0.159999998 0.16 
0.425 -0.244374997 -0.244375 0.180624998 0.180624 
0.450 -0.247499997 -0.2475 0.202499998 0.2025 
0.475 -0.249374997 -0.249375 0.225624998 0.225625 
0.500 -0.249999997 -0.25 0.249999997 0.25 
0.525 -0.249374997 -0.249375 0.275624997 0.275625 
0.550 -0.247499997 -0.2475 0.302499997 0.3025 
0.575 -0.244374997 -0.244375 0.330624997 0.330625 
0.600 -0.239999997 -0.24 0.359999997 0.36 
0.625 -0.234374997 -0.234375 0.390624997 0.390625 
0.650 -0.227499997 -0.2275 0.422499996 0.4225 
0.675 -0.219374997 -0.219375 0.455624996 0.455625 
0.700 -0.209999997 -0.21 0.489999996 0.49 
0.725 -0.199374998 -0.199375 0.5256249966 0.525625 
0.750 -0.187499998 -0.1875 0.562499996 0.5625 
0.775 -0.174374998 -0.174375 0.600624996 0.600625 
0.800 -0.159999998 -0.16 0.639999996 0.64 
0.825 -0.144374998 -0.144375 0.680624996 0.680625 
0.850 -0.127499998 -0.1275 0.722499997 0.7225 
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Продолжение таблицы 
1 2 3 4 5 

0.875 -0.109374999 -0.109375 0.765624997 0.765625 
0.900 -0.089999999 -0.09 0.809999997 0.81 
0.925 -0.069374999 -0.069375 0.855624998 0.855625 
0.950 -0.047499999 -0.0475 0.902499998 0.9025 
0.975 -0.024375 -0.024375 0.950624999 0.950625 
1.000 0 0 1 1 

 
Как видно из таблицы,  разность между точным и численным решениями не превышает 

значения .104.0 8   
Замечание. В случае если решение )(tx   исследуемой линейной краевой задачи для интегро-

дифференциального уравнения Фредгольма с параметром (1)-(3) удовлетворяет начальному 

условию ,)0( 0xx   то с помощью замены  

 ,)()( 0xtxty   
получим эквивалентную краевую задачу  

,)(0,,,,)()()()()()()()()(= 0

00

TtRyxdssttAtftKdssystytA
dt

dy n
TT











  

 ,0)0( y   ,)( 01 xxTy   
решение которой находим по вышеизложенному алгоритму. 
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ПАРАМЕТРІ БАР ФРЕДГОЛЬМ ИНТЕГРАЛДЫҚ- ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУІ ҮШІН 
СЫЗЫҚТЫ ШЕТТІК ЕСЕПТІ  ШЕШУДІҢ БІР АЛГОРИТМІ ТУРАЛЫ 

 
Аннотация. Шектелген аралықта параметрі бар Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуі 

қарастырылады. Интегралдық мүшенің өзегі нұқсанды деп болжамдалады жəне параметрдің мəнін əрі оған 
сəйкес келетін зерттелінді теңдеудің шешімін табуды мүмкін ететін  қосымша шарттар ретінде шешімнің 
алғашқы жəне соңғы нүктелердегі мəндері берілген. Параметрдің белгілеп алынған мəнінде нұқсанды өзекті 
Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін Коши есебі шешіледі. Дифференциалдық бөліктің 
фундаменталдық матрицасын пайдалана отырып əрі Коши есебінің бірмəнді шешілімділігін ескере отырып, 
бастапқы шеттік есеп белгісіз параметрге қатысты сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесіне келтіріледі. 
Осы жүйенің шешімінің бар болуы зерттелінді есептің шешілімділігін қамтамасыз етеді. Бастапқы есептің 
шешімін табудың сызықтық алгебралық   теңдеулер жүйесін құруға жəне оны шешуге негізделген  алгоритмі 
ұсынылды. Алгоритмнің негізгі көмекші есептері мыналар болып табылады: жəй дифференциалдық теңдеу-
лер үшін Коши есебі, анықталған интегралдарды есептеу. Мақалада ұсынылған алгоритмді сандық  жүзеге 
асыру төртінші ретті Рунге-Куттаның əдісін жəй дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есебін шешуге 
жəне Симпсон əдісін анықталған интегралдарды жуықтап шешуге  пайдаланады.                           

Кілттік сөздер: параметрі бар шеттік есеп, Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеу, шеші-
лімділік, алгоритм.  
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Abstract . In this paper we obtain a spectral decomposition of the solution of the Cauchy problem in a space 

with an indefinite metric, and by means of this expansion we deduce the boundary layer expansion of the solution of 
the singularly perturbed Cauchy problem, for the model equation of the first order ݕߝ′ ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ ݂ሺݔሻ, ሺ0ሻݕ ൌ
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КОЭФИЦИЕНТІ ТҰРАҚТЫ, БІРІНШІ РЕТТІ КƏДІМГІ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУДІҢ СИНГУЛЯР 

ƏСЕРЛЕНГЕН КОШИ ЕСЕБІН АРГУМЕНТТІН АУЫТҚЫТУ 
ƏДІСІ АРҚЫЛЫ ШЕШУ 

 
  
1.Кіріспе. 
ܪ ൌ   ,ଶሺ0,1ሻ кеңістігінде Кошидің, мынадайܮ

ݕఌܮ	                                               ൌ ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0, 1ሿ																																																ሺ1ሻ 
ሺ0ሻݕ                                                                                  ൌ 0																																																																													ሺ2ሻ 
сингуляр əсерленген есебін қарастыралық, мұндағы ݂ሺݔሻ ∈ ,ܪ ܽ ൐ 0 െ ,ݐݏ݊݋ܿ ߝ െоң мардымсыз 
параметр. 

Бұл есепті шешудің əртүрлі жолдары бар ሾ1 െ 18ሿ, біз бұл есепті сызықтық операторлардың 
спектрəлдік теориясы арқылы шешпекпіз. Мəселенің мəні, мынада, бұл (1)-(2) есепке, мынадай, 
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ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ,ሻݔሺݕܽ ሺ0ሻݕ ൌ 0 
сызықтық оператор сəйкес келеді, ол ሾ0,1ሿ кесіндісінде үздіксіз, ал ሺ0, 1ሿ жартыинтервалында 
үздіксіз диффренциалданатын функциялардың сызықтық көпсаласында анықталған, сонымен 
бірге, бұл көпсалада қосымша ݕሺ0ሻ ൌ 0 шарты орындалады. 

ఌሻܮሺܦ ൌ ሼݕሺݔሻ ∈ ,ଵሺ0ܥ 1ሿ ∩ ሺ0ሻݕ	:ሾ0,1ሿܥ ൌ 0ሽ െ арқылы ܮఌ операторының анықталу аймағын, 
ал ܴሺܮఌሻ арқылы өзгеру аймағын белгілейік. Жоғарыдағы ܽ ൐ 0 шарты ܮఌ െ операторының 
төменнен шектеулі болуын қамтамасыз етеді, ал, мұнан, кері ܮఌିଵ операторының бар əрі шектеулі 
боларын көреміз, оның ܴሺܮఌሻ െмəндері аймағында анықталатыны айтпаса түсінікті. Кезкелген 
ሾ0,1ሿ кесіндісінде үзіксіз ݂ሺݔሻ функциясы үшін Кошидің (1)-(2) есебінің бір ғана шешімі 
болғандықтан ܴሺܮఌሻ െ жиыны осы ሾ0,1ሿ кесіндісі бойында үзіксіз функциялардың сызықтық 
көпсаласы. Үзіксіз функциялардың сызықтық көпсаласы ܪ кеңістігіндегі тығыз жыйын, сондықтан 
 ఌ операторыныңܮ ,кеңістігіне үзіксіз оператор ретінде таратылады. Демек ܪ ఌିଵ операторы бүткілܮ
തఌሻܮкеңістігімен бірдей болады, яғни ܴሺ ܪ തఌሻ бүткілܮതఌ қабындысының мəндерінің жыйыны ܴሺܮ ൌ  ,ܪ
мұндағы, ܮതఌ െ дегеніміз ܮఌ операторының қабындысы. 

Егер ܵарқылы, мына, 
ሻݔሺݑܵ ൌ ሺ1ݑ െ  ሻݔ

оператор анықталса, онда ܵܮఌоператорының ܦሺܮఌሻ െанықталу аймағында симметриялы екенін 
байқауға болады, сонымен бірге ܵܮఌതതതതത ൌ  ఌതതതതത операторыныңܮܵ തఌекенін көреміз, сондықтанܮܵ
мəндерінің жыйыны бүткіл ܪкеңістігі болады. 

Мына, ܵܮఢ ⊂ ሺܵܮఌሻ∗ қатыстықтан, келесі, ܵܮఌതതതതത ⊂ ሺܵܮఌሻ∗തതതതതതതത қатыстықтан туындайды жəне ሺܵܮఌሻ∗ 
операторының тұйықтығынан, мына, ሺܵܮఌሻ∗തതതതതതതത ൌ ሺܵܮఌሻ∗ теңдігі шығады. Жоғарыда көрсетуіміз 
бойынша ܵܮఌതതതതത операторының мəндерінің жиыны ܪ кеңістігі, олай болса, ܵܮఌതതതതത ൌ ሺܵܮఌሻ∗, демек , 
ሺܵܮఌതതതതതሻ∗ ൌ ሺܵܮఌሻ∗∗ ൌ   .кеңістігіндегі қабындысы жалқы ܪ операторының ܮܵ ఌതതതതത, яғниܮܵ

Екінші жақтан, ሺܮതఌሻିଵ ൌ  ܪ ఌିଵതതതതത операторы Гилберт-Шмидтің класына, тиісті, сондықтан олܮ
кеңістігінде əсіре үзіксіз. Түптен келгенде, ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ операторы ܪ кеңістігінде жалқы жəне əсіре 
үзіксіз, сондықтан Гилберт-Шмидтің теоремасы бойынша оның меншікті векторларынан ܪ 
кеңістігінің ортанормаланған базисін құрауға болады. 

Біздің (1)-(2) есебіміздің шешімі осы базисте Фуре қатарына таратылады. Осы қатардың Фуре 
коэффициенттері белгілі бір түрлендіруден соң, есептің шешімінің шекарадағы асимтотикасын 
береді. Бұл асимтотикалық таралымның қалдығы ܵܮఌ операторының ең кіші меншікті мəні арқылы 
бағалағанда, немесе, ܵܮఌ операторының жартылай шектеулілігін пайдалануға болады. 

Егер (1)- теңдеудің оң жағындағы бос мүшесі, онша, біртегіс болмаса, онда біздің əдісіміздің, 
біртіндеп жуықтау əдісінен артықшылығы бар. Мəселе, мынада ݊ െші жуықтаудың біртегістігі дəл 
݂ሺݔሻ െтың біртегістігіндей, ал мұнымыз, сандық əдістер үшін өте қолайсыз, ал Фура қатарының 
݊ െші дербес қосындысының біртегістігі шексіз, біздің пайымдауымызша, осы сəт əдісті іске 
асырғанда көп пайда тигізеді. 

Мына, ܽߝ′ ൅ ܽ݁ ൌ 0, теңдеудің фундаментəлді шешімін табайық, бұл үшін Кошидің, мына,  

݁ߝ ′ ൅ ܽ݁ ൌ 0, ݁ሺ0ሻ ൌ 1 
есебін шешейік. 

ߝ ൈ ݁ ′ ൌ െܽ݁,
݁ ′

݁
ൌ െ

ܽ
ߝ
, ሺ݈௡݁ሻ′ ൌ െ

ܽ
ߝ
, 

	݈௡݁/଴
௫ൌ െන

ܽ
ߝ
ݐ݀ ൌ െ

ܽ
ߝ

௫

଴
ൈ ,ݔ ݈௡݁ሺݔሻ െ ݈௡݁ሺ0ሻ ൌ െ

ܽ
ߝ
 ,ݔ

݈௡
݁ሺݔሻ

݁ሺ0ሻ
ൌ െ

ܽ
ߝ
,ݔ ݁ሺݔሻ ൌ ݁ሺ0ሻ ൈ ݁ି

௔
ఌ௫ ൌ ݁ି

௔
ఌ௫. 

Енді, ݂ሺݔሻ െүзіксіз функция болсын деп (1)-(2) есептің шешімін, мына, 

,ݔሺݕ                                                     ,ߝ ݂ሻ ൌ ׬ ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴ 																																																															ሺ3ሻ 

түрде іздейміз, мұндағы ܭሺݔ, ሻݐ െəзірше белгісіз функция. Осы (3) формуланы жоғарыға (1)-(2) 
апарып қоялық, сонда 
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ሻݔሺ′ݕ ൌ ,ݔሺܭ ሻݐ ൈ ݂ሺݔሻ ൅ න
ܭ߲
ݔ߲

݂ሺݐሻ݀ݐ,
௫

଴
 

ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ݕܽ ൌ ,ݔሺܭߝ ሻݔ݂ሺ	ሻݔ ൅ න ߝ
ܭ߲
ݔ߲

݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
൅ න ,ݔሺܭܽ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ

௫

଴
ൌ 

ൌ ߝ ൈ ,ݔሺܭ ሻݔ ൈ ݂ሺݔሻ ൅ න ൬ߝ
ܭ߲
ݔ߲

൅ ݐሻ݀ݐ൰݂ሺܭܽ
௫

଴
ൌ ݂ሺݔሻ, 

болады. Демек 

ߝ ൈ ,ݔሺܭ ሻݔ ൌ 1, ߝ
ܭ߲
ݔ߲

൅ ܭܽ ൌ 0; 

болуы керек, яғни ݐның əрбір шегеленген мəніде ܭሺݔ,  .ሻсəйкес біртекті теңдеудің шешіміݐ
Мұндай, функцияның, мынау, 

,ݔሺܭ ሻݐ ൌ
݁ሺݔ െ ሻݐ

ߝ
, 

екенін аңғару онша қыйын емес. Шынында-да,  
,ݔሺܭ	ߝ ሻ/௧ୀ௫ൌݐ ݁ሺ0ሻ ൌ 1, 

ߝ ൈ
߲݁ሺݔ െ ሻݐ

ݔ߲
൅ ܽ݁ሺݔ െ ሻݐ ൌ ߝ ൈ ݁ ′ሺݔ െ ሻݐ ൅ ܽ݁ሺݔ െ ሻݐ ൌ 0. 

Сонымен, кезкелген үзіксіз ݂ሺݔሻфункциясы үшін (1)-(2) Кошидің есебінің шешімі бар жəне ол, 
мынау, 

,ݔሺݕ                                              ,ߝ ݂ሻ ൌ
ଵ

ఢ
׬ ݁ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴ .																																																																	ሺ4ሻ 

мұндағы ݁ሺݔሻ ൌ ݌ݔ݁ ቀെ
௔

ఌ
ቁݔ െсəйкес теңдеудің фундаментəлді шешімі. Бұл, (4) формуланы, былай, 

,ݔሺݕ                                   ,ߝ ݂ሻ ൌ
ଵ

ఌ
׬ ݔሺߠ െ ݔሻ݁ሺݐ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
ଵ
଴ 																																																		ሺ5ሻ 

жазуға болады, мұндағы ߠሺݔሻ െХевисайдтың функциясы. Жоғарыдағы (5) интегралдық 
оператордың ядросы шектеулі функция, сондықтан ол үзіксіз функциялардың сызықтық 
көпсаласында шектеулі опеартор болады, ал бұл көпсала ܮଶሺ0,1ሻ кеңістігінде тығыз болғандықтан 
бұл (5) оператор бүткіл ܪ ൌ  ,ଶሺ0,1ሻ кеңістігіне шектеулі оператор етіп таратылады. Сонымененܮ
мына, 

ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ,ሻݔሺݕܽ ∈ ሺ0, 1ሿ, ఌሻܮሺܦ ൌ ሼݕ ∈ ,ଵሺ0ܥ 1ሿ ∩ :ሾ0,1ሿܥ ሺ0ሻݕ ൌ 0ሽ 
оператордың қабындысының мəндерінің жыйыны ܪ болады. 

 Енді (1) теңдеудің екі жағын-да ݕሺݔሻ функциясына скаляр көбейтсек, онда  

,′ݕ൫ߝ ൯ݕ ൅ ܽ ൈ ଶ‖ݕ‖ ൌ ሺ݂,  ሻݕ

Бастапқы (2) шарттың арқасында  

ߝ ൈ ൫ݕ, ൯′ݕ ൌ ߝ ൈ න ݕ݀ݕ
ଵ

଴
ൌ ߝ ൈ

ሻݔଶሺݕ

2 ଴

ଵ

ൌ
ଶሺ1ሻݕߝ

2
൒ 0, 

демек, 

ܽ ൈ ଶ‖ݕ‖ ൑ ሺ݂, ሻݕ ൑ ‖݂‖ ൈ ,‖ݕ‖ ‖ݕ‖ܽ ൑ ‖݂‖ ൌ  .‖ݕఌܮ‖
Егер ݂ ൌ 0болса, онда соңғы теңсіздіктен ݕሺݔሻ ≡ 0болады, осыменен табылған шешімнің 

бірегейлігі жəне кері оператордың шектеулі екені дəлелденді, себебі, мына, 

‖ݕ‖ ൌ ‖ఌିଵ݂ܮ‖ ൑
‖݂‖

ܽ
, ‖ఌିଵܮ‖ ൑

1
ܽ

 

теңсіздік орынды. 
Əрі қарай , (1) теңдеу арқылы, табылған шешімнің шығар шыңын бағалаймыз. 

′ݕߝ ൅ ݕܽ ൌ ݂ሺݔሻ, ሻݔሺ′ݕߝ ൌ ݂ሺݔሻ െ  ,ሻݔሺݕܽ

ฮ′ݕฮߝ ൑ ‖݂‖ ൅ ‖ݕ‖ܽ ൑ 2‖݂‖, ฮݕ′ฮ ൑
2
3
‖݂‖, 
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ଵ‖ݕ‖ ൌ ሺ‖ݕሶ‖ଶ ൅ ଶሻ‖ݕ‖
ଵ
ଶ ൑ ඨ

4
ଶߝ
‖݂‖ଶ ൅ ‖݂‖ଶ ൑ ඨ

4
ଶߝ
൅ 1 ൈ ‖݂‖. 

Демек ߝ ൐ 0 െның əрбір шегеленген мəнінде ܮఌିଵкері операторы əсіре үзіксіз, тіптім онан-да 
əрі, Гилберт-Шмидтің класында жатады, мұнымыз жоғарыдағы (5) интегралдық операторының 
ядросының шектеулілігінің салдары. 

2. Зерттеу əдістері 
Егер ܵ операторы, былай,  

ሻݔሺݑܵ ൌ ሺ1ݑ െ  ,ሻݔ
анықталса, онда ܵܮఌ операторы ܪ кеңістігінде симметриялы болады, шынында-да, егер ܽ, ݒ ∈
  ఌሻ болса, ондаܮሺܦ

ሺܵܮఌݑ, ሻݒ ൌ ሺܮఌݑ, ሻݒܵ ൌ න ൫ݑߝ′ ൅ ሺ1ݒ൯ݑܽ െ ݔሻ݀ݔ
ଵ

଴
ൌ 

ൌ නߝ ሺ1ݒ െ ݑሻ݀ݔ
ଵ

଴
൅ න ܽ ൈ ሺ1ݒሻݔሺݑ െ ݔሻ݀ݔ ൌ

ଵ

଴
ൌ ሺ1ݒߝ െ ଴/ݑሻݔ

ଵ൅ න ݒ ′ሺ1 െ ݔሻ݀ݔሺݑሻݔ
ଵ

଴
൅ 

൅න ሺ1ݒሻݔሺݑܽ െ ݔሻ݀ݔ
ଵ

଴
ൌ න ݒሻൣݔሺݑ ′ሺ1 െ ሻݔ ൅ ሺ1ݒܽ െ ݔሻ൧݀ݔ

ଵ

଴
ൌ ሺݑ,  ,ሻݒఌܮܵ

ఌܮܵ െоператорының симметриялылығынан ሺܵܮఌሻିଵоператорының симметриялылығы 
туындайды жəне ሺܵܮఌሻିଵ операторының бүткіл ܮଶሺ0,1ሻкеңістігінде анықталғанын ескерсек, онда 
ол жалқы операторы болады. Соныменен, ሺܵܮఌሻିଵ операторы жалқы əрі əсіре үзіксіз, онда Гилберт 
пен Шмидтің теоремасы бойынша, бұл оператордың нормаланған меншікті векторлары ܮଶሺ0,1ሻ 
кеңістігінің ортанормаланған базисі болады. 

Лемма 1. Егер ܵݑሺݔሻ ൌ ሺ1ݑ െ  ఌ операторының нормаланған меншіктіܮܵ ሻ болса, ондаݔ
векторлары ܪ кеңістігінде ортанормаланған базис болады. 

Теорема 1. Жоғарыдағы (1)-(2) Кошидің есебінің əлді шешімі, мынадай, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

௡ߣ

∞

௡ୀଵ

ൈ ߮௡ሺݔሻ 

болады, мұндағы, ߮௡ሺݔሻ െдегеніміз ܵܮఌ െоператорының меншікті векторлары, ал ߣ௡ െсоларға 
сəйкес меншікті мəндері, тағы-да бір ескерер жай, ܵݑሺݔሻ ൌ ሺ1ݑ െ  ,ሻݔ

ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ,ሻݔሺݕܽ ݔ ∈ ሺ0, 1ሿሺ1ሻ′ 

ఌሻܮሺܦ ൌ ሼݕሺݔሻ ∈ ,ଵሺ0ܥ 1ሿ ∩ :ሾ0,1ሿܥ ሺ0ሻݕ ൌ 0ሽሺ2ሻ′ 
Дəлелі.ܵоператорымен (1) теңдеудің екі жағына-да əсер етіп, мына, ܵܮఌݕ ൌ ݂ܵтеңдікті аламыз, 

демек, ݕሺݔ, ,ߝ ݂ሻ ൌ ሺܵܮఌሻିଵ݂ܵሺݔሻ, 

ఌ߮௡ܮܵ ൌ ௡߮௡ሺ݊ߣ ൌ 1,2, … ሻ, ߮௡ሺݔሻ ൌ ,ఌሻିଵ߮௡ܮ௡ሺܵߣ ሺܵܮఌሻିଵ߮௡ ൌ
߮௡
௡ߣ
, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ሺܵܮఌሻିଵ݂ܵ ൌ ෍ሺሺܵܮఌሻିଵ݂ܵ, ߮௡ሻ ൈ ߮௡

∞

௡ୀଵ

ൌ 

෍ሺ݂ܵ ൈ ሺܵܮఌሻିଵ߮௡ሻ ൈ ߮௡ ൌ

∞

௡ୀଵ

෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ
௡ߣ

ൈ ߮௡ሺݔሻ
∞

௡ୀଵ

. 

Соныменен, бұл теорема дəлелденді, жəне ол біздің əдісіміздің қайнар көзі болады. Келесі 
бөлімшеде біз (1)-(2) есептің шешімінің шекара маңындағы таралымын аламыз. 

3. Зерттеу нəтиежелері 
Лемма 2. Егер ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ

ଵሾ0,1ሿ болса, онда, мына, 

,ݔሺݕ                              ,ߝ ݂ሻ ൌ
௙ሺ௫ሻ

௔
െ

ఌ

௔
ൈ ݂ሺ0ሻ ൈ ∑ ఝ೙ሺଵሻ

ఒ೙
ൈ ߮௡ሺݔሻ െ

ఌ

௔
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ ′൯∞

௡ୀଵ 																									ሺ6ሻ 

формула орынды, мұндағы ݕ൫ݔ, ,ߝ ݂ ′൯ െдегеніміз, оң жағы ݂ ′ሺݔሻболған сəттегі, Коши есебінің 
шешімі. 
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Дəлелі. 
Меншікті функциялардың теңдеуіне сүйеніп, ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ Фуренің коэффициенттерін түрлен-

діреміз. 

ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ ൌ ቆ݂ܵ,
௡ܵ߮௡ߣ െ ′௡߮ߝ

ܽ
ቇ ൌ 

ൌ
௡ߣ
ܽ
ሺ݂ܵ, ܵ߮௡ሻ െ

ߝ
ܽ
ሺ݂ܵ, ߮௡′ ሻ ൌ

௡ߣ
ܽ
ሺ݂, ߮௡ሻ െ

ߝ
ܽ
ሺ݂ܵ, ߮௡′ ሻ; 

ሺ݂ܵ, ߮௡′ ሻ ൌ න ݂ܵ݀߮௡ ൌ ݂ܵ ൈ ߮௡/଴
ଵെ න ሺ݂ܵሻଵ߮௡ሺݔሻ݀ݔ

ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ 

ൌ ݂ሺ0ሻ߮௡ሺ1ሻ ൅ න ݂ܵ ′ ൈ ߮௡݀ݔ;
ଵ

଴
 

ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ ൌ
௡ߣ
ܽ
ሺ݂, ߮௡ሻ െ

ߝ
ܽ
ሾ݂ሺ0ሻ ൈ ߮௡ሺ1ሻ ൅ ሺ݂ܵ ′, ߮௡ሻሿ ൌ 

ൌ
௡ߣ
ܽ
ሺ݂, ߮௡ሻ െ

ߝ
ܽ
݂ሺ0ሻ ൈ ߮௡ሺ1ሻ െ

ߝ
ܽ
ሺ݂ܵ ′, ߮௡ሻ; 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
1
ܽ
෍ሺ݂, ߮௡ሻ ൈ ߮௡ሺݔሻ െ

ߝ
ܽ
݂ሺ0ሻ෍

߮௡ሺ1ሻ
௡ߣ

߮௡ሺݔሻ െ
ߝ
ܽ
,ݔሺݕ ,ߝ ݂ ′ሻ.

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

 

Лемма 3. Мына,  

ߝ ൈ
߮௡ሺ1ሻ
௡ߣ

ൌ ሺ߮௡, ݁ሻ, ݊ ൌ 1,2, …	 

формула орынды, мұндағы ߣ௡ െменшікті мəндер, ал ߮௡ሺݔሻ осы меншікті мəндерге сəйкес 
ሻݔఌоператорының меншікті функциялары, ݁ሺܮܵ െбіртекті теңдеудің фундаментəлді шешімі, яғни 

൜݁ߝ
′ሺݔሻ ൅ ܽ݁ሺݔሻ ൌ 0
݁ሺ0ሻ ൌ 1

	ሺ7ሻ 

																																									ሺ8ሻ 
Дəлелі. ܵ операторымен ((7)) теңдеудің екі жағына-да əсер етсек, мынадай 

݁ܵߝ ′ ൅ ܽܵ݁ ൌ 0, ߝ ൈ ൫ܵ݁ ′, ߮௡൯ ൅ ܽሺܵ݁, ߮௡ሻ ൌ 0, ݊ ൌ 1,2, …, 

мұндағы ߮௡ሺݔሻሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ െдегеніміз, мына,  

′௡߮ߝ ሺݔሻ ൅ ܽ߮௡ሺݔሻ ൌ ,ሻݔ௡ܵ߮௡ሺߣ ߮௡ሺ0ሻ ൌ 0, ݊ ൌ 1,2, … 

шекаралық есептің меншікті функциялары, сондықтан, 

ሺܵ݁ ′, ߮௡ሻ ൌ න ݁ ′ሺ1 െ ݔሻ݀ݔሻ߮௡ሺݔ
ଵ

଴
ൌ െන ߮௡݀݁ሺ1 െ ሻݔ ൌ

ଵ

଴
 

ൌ െ߮௡ሺݔሻ݁ሺ1 െ ሻ/଴ݔ
ଵ൅ න ߮௡′ ሺݔሻ݁ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴
ൌ െ߮௡ሺ1ሻ ൅ න ߮௡′ ሺݔሻ݁ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴
; 

ሺܵ݁ߝ ′, ߮௡ሻ ൌ െ߮ߝ௡ሺ1ሻ ൅ න ′௡߮ߝ ሺݔሻ݁ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ
ଵ

଴
ൌ 

ൌ െߝ ൈ ߮௡ሺ1ሻ ൅ න ሺߣ௡ܵ߮௡ െ ܽ߮௡ሻ݁ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ
ଵ

଴
ൌ 

ൌ െ߮ߝ௡ሺ1ሻ ൅ ,௡ሺ߮௡ߣ ݁ሻ െ ܽሺ߮௡, ܵ݁ሻ; 
 
Демек, 

ሺܵ݁ߝ ′, ߮௡ሻ ൅ ܽሺܵ݁, ߮௡ሻ ൌ െߝ ൈ ߮௡ሺ1ሻ ൅ ,௡ሺ߮௡ߣ ݁ሻ ൌ 0,  
сондықтан, 

ߝ
߮௡ሺ1ሻ

௡ߣ
ൌ ሺ߮௡, ݁ሻ. 
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Лемма 4. Егер ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଵሾ0,1ሿ болса, онда , мына,  

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽ
െ
݂ሺ0ሻ

ܽ
݁ሺݔሻ െ

ߝ
ܽ
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ ′൯, ሺ9ሻ 

формула орынды, мұндағы ݁ሺݔሻ െдегеніміз сəйкес біртекті теңдеудің фундаментəлді шешімі, 
ал ݕ൫ݔ, ,ߝ ݂ ′൯ െдегеніміз дəл сол (1)-(2) есептің оң жағы ݂ ′ሺݔሻболған сəттегі шешімі. 

 Дəлелі. 

෍
௡ሺ1ሻ߮ߝ

௡ߣ
߮௡ሺݔሻ ൌ ෍ሺ߮௡, ݁ሻ߮௡ሺݔሻ ൌ ݁ሺݔሻ,

∞

௡ୀଵ

∞

тһଵ

 

сондықтан бəзге керек формула (6) –ден шығады: 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽ
െ
݂ሺ0ሻ

ܽ
݁ሺݔሻ െ

ߝ
ܽ
,ݔሺݕ ,ߝ ݂ ′ሻ ൌ

݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ݁ሺݔሻ

ܽ
െ
ߝ
ܽ
,ݔሺݕ ,ߝ ݂ ′ሻ. 

Теорема 2. Егер ܽ ൐ 0 жəне ଶܹ
ଵሾ0,1ሿ болса, онда сингуляр əсерленген (1)-(2) Коши есебінің 

шешімі, мына,  

ብݕሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ
݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ݁ሺݔሻ

ܽ
ብ ൑ ߝ ൈ

ฮ݂ ′ฮ
ܽଶ

, 

теңсіздікті қанағаттандырады, мұндағы ݁ሺݔሻ െдегеніміз, мына, 

݁ߝ                                               ′ሺݔሻ ൅ ܽ݁ሺݔሻ ൌ 0,																																																																										ሺ7ሻ 
                                                                    ݁ሺ0ሻ ൌ 1																																																																																			ሺ8ሻ 
Коши есебінің шешімі. 

Салдар 1. Егер ܽ ൐ 0, ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଶሾ0,1ሿжəне ݂ሺ0ሻ ൌ 0болса, онда, мына, 

                                                 ቛݕ′ሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ ௙′ሺ௫ሻି௙′ሺ଴ሻ௘ሺ௫ሻ

௔
ቛ ൑

ఌฮ௙"ฮ

௔మ
																																									ሺ10ሻ 

теңсіздік орындалады 
Егер ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ

௡ሾ0,1ሿ жəне ݊ ൐ 1 болса, онда (9) формула бойынша таралымның, келесі, 
мүшелерін табуға болады. Мысалы, егер ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ

ଶሾ0,1, ሿ болса, онда 

,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ ′൯ ൌ
݂ ′ሺݔሻ

ܽ
െ
݂ ′ሺ0ሻ

ܽ
݁ሺݔሻ െ

ߝ
ܽ
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂"൯, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽ
െ
݂ሺ0ሻ

ܽ
݁ሺݔሻ െ

ߝ
ܽ
ቈ
݂ ′ሺݔሻ െ ݂ ′ሺ0ሻ݁ሺݔሻ

ܽ
െ
ߝ
ܽ
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂"൯቉ ൌ 

ൌ
݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ݁ሺݔሻ

ܽ
െ
ൣ݂ ′ሺݔሻ െ ݂ ′ሺ0ሻ݁ሺݔሻ൧

ܽଶ
ߝ ൅ ቀ

ߝ
ܽ
ቁ
ଶ
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂"൯. 

 Енді математикалық индукция əдісін қолдайық, бұл үшін, мына, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞
ൣ݂ሺ௞ሻݔ െ ݂ሺ௞ሻሺ0ሻ݁ሺݔሻ൧ߝ௞

ܽ௞ାଵ

௡ିଶ

௞ୀ଴

൅ ሺെ1ሻ௡ିଵ ቀ
ߝ
݇
ቁ
௡ିଵ

,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ሺ௡ିଵሻ൯ 

формула орынды деп санайық, онда 

,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ሺ௡ିଵሻ൯ ൌ
௙ሺ೙షభሻሺ௫ሻି௙ሺ೙షభሻ൫௔௘ሺ௫ሻ൯

௔
െ

ఌ

௔
ൈ ,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ሺ௡ሻ൯, сондықтан 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍
ሺെ1ሻ௞ൣ݂ሺ௞ሻሺݔሻ െ ݂ሺ௞ሻሺ0ሻ݁ሺݔሻ൧

ܽ௞ାଵ
൅ ሺെ1ሻ௡ ቀ

ߝ
ܽ
ቁ
௡
,ݔ൫ݕ ,ߝ ݂ሺ௡ሻ൯

௡ିଵ

௞ୀ଴

. 

Бұрынырақ дəлелденген алдын-ала бағалау бойынша, мына. 

ฮݕ൫ݔ, ,ߝ ݂ሺ௡ሻ൯ฮ ൑
ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ

ܽ
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теңсіздің орындалады, сондықтан 

ะݕሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ෍ሺെ1ሻ௞
ൣ݂ሺ௞ሻݔ െ ݂ሺ௞ሻሺ0ሻ݁ሺݔሻ൧ߝ௞

ܽ௞ାଵ

௡ିଵ

௞ୀ଴

ะ ൑
௡ߝ

ܽ௡ାଵ
ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ. 

Теорема 3. Егер ܽ ൐ 0 жəне ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
௡ሾ0,1ሿ болса. Онда сингуляр əсерленген (1)-(2) Коши 

есебінің шешімі ଶܹ
௡ାଵሾ0,1ሿ кеңістігінде жатады жəне, мына,  

,ݔሺݕ‖ ,ߝ ݂ሻ‖ െ෍
ሺെ1ሻ௞ൣ݂ሺ௞ሻሺݔሻ െ ݂ሺ௞ሻሺ0ሻ݁ሺݔሻ൧ߝ௞

ܽ௞ାଵ
൑

௡ߝ

ܽ௡ାଵ
ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

теңсіздікті қанағаттандырады. 

Салдар 2. Егер ܽ ൐ 0, ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
௡ሾ0,1ሿжəне ݂ሺ0ሻ ൌ ݂ ′ሺ0ሻ ൌ ݂" ൌ ⋯݂ሺ௡ିଵሻሺ0ሻ ൌ 0болса, онда 

ብݕሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ
݂ሺݔሻ

ܽ
ብ
௡ିଵ

൑
ߝ
ܽଶ
ฮ݂ ′ሺݔሻฮ

௡ିଵ
 

мұндағы ‖∙‖௡ିଵ െдегеніміз Соболевтің ଶܹ
௡ିଵሾ0,1ሿ кеңістігінің нормасы 

Дəлелі. Негізгі теңдеуді ݇ െрет дифференциалдасақ, онда ሺ1 ൑ ݇ ൑ ݊ െ 1ሻ, мынадай,  

ቊ
ሺ௞ାଵሻݕߝ ൅ ܽ ൈ ሺ௞ሻݕ ൌ ݂ሺ௞ሻሺݔሻ

ሺ௞ሻሺ0ሻݕ ൌ 0
 

Кошидің есебін аламыз, онда (10) форумла бойынша, мынадай,  

ብݕሺ௞ሻሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ
݂ሺ௞ሻሺݔሻ

ܽ
ብ
ଶ

൑
ଶߝ

ܽସ
ฮݕ൫ݔ, ,ߝ ݂ሺ௞ାଵሻ൯ฮ

ଶ
൑
ଶߝ

ܽସ
ฮ݂ሺ௞ାଵሻሺݔሻฮ

ଶ
. 

Осы теңсіздіктерді ሺ0 ൑ ݇ ൑ ݊ െ 1ሻқосып, сонан соң қосындыдан квадрат түбір тапсақ, онда, 
мынадай,  

ብݕሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ
݂ሺݔሻ

ܽ
ብ
௡ିଵ

ൌ ൭෍ብݕሺ௞ሻሺݔ, ,ߝ ݂ሻ െ
݂ሺ௞ሻሺݔሻ

ܽ
ብ
ଶ௡ିଵ

௞ୀ଴

൱

ଵ
ଶ

൑
ߝ
ܽଶ
ฮ݂ ′ሺݔሻฮ

௡ିଵ
 

теңсіздік аламыз. 
4.Талқысы 
Бірқалыпты бағамдар 
 
Мынадай, 

                               
         , (0,1], 0, 0,1ny x ay x f x x a f x C        ,                       (1) 

                                                                    
 0 0y   ;                                                           (2) 

сингуляр əсерленген Кошидің есебін қарастырайық, мұндағы 0, 0a    –белгілі тұрақтылар, 

 f x  белгілі функция, ал  y x  – белгісіз функция. 

Келесі,  

     2 1
1

, , , 1, 2,...
n

n

f x
y x f f x n

a a






    

теңсіздіктердің орындалуы үшін, мына,  

     (n 1)0 0, 0 0,..., 0 0, 1,2,...f f f n     

теңдіктердің орындалуы қажетті, əрі, жеткілікті екенін көрсетейік, мұндағы, 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
188  

       
1

(k)

0 1
0 1 0

, ,max
n

n
x k

g x g x g x g x



  

   

ал  , ,y x f  – дегеніміз (1)-(2)- есептің шешімі. 

Шешімі. 
а) Жеткіліктілігі. Келесі, 

     (n 1)0 0, 0 0,..., 0 0f f f     , 

сəтте, мына, 

     2 1
1

, ,
n

n

f x
y x f f x

a a






  . 

 
теңсіздіктің орындалатынын көрсетейік. 

Егер  0 0f   болса, онда, келесі, 

     (x) (0)
, , , , ,

f f
y x f e x y x f

a a a

       

формуладан, мынадай,  

   (x)
, , , , , (x, ) e

a
xf

y x f y x f e
a a

  


    

теңдікке келеміз, мұнан, 

    2

(x)
, , , ,

f
y x f y x f f

a a a

       . 

Əрі қарай, егер  0 0f  ,  0 0f    болса, онда, келесі, 

   (x)
, , , ,

f
y x f y x f

a a

    , 

формуладан 

       (x) (x) 1
, , , , (x) , , , , ,

f f
y x f y x f f ay x f y x f

a a a a

   
 

              

     0 0, , , , ,f y x f y x f      

Демек, 

   (x) (0)
, , (x, ) , , ,

f f
y x f e y x f

a a a

  
 

      

    2

(x)
, , , ,

f
y x f y x f f

a a a

  


     . 

Сонымен, келесі,  0 0f  ,  0 0f    теңдіктерден, мынадай,  

    2

(x) (x)
, , , ,

f f
y x f y x f f f

a a a

 
         

 
теңсіздік алдық, яғни тұжырымымыз n = 1  жəне n = 2 сəттерінде дұрыс екен. Онан басқа, көмекші 

қызмет атқаратын, келесі,  

 0 0f  
,

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         (x) (x) 1
, , , , , , , , ,

f f
y x f y x f f x ay x f y x f

a a a a

   
 

            
 

формула орынды. 

Енді, келесі, 
 0 0f 

,
 0 0f  

,...,
   0 0kf 

 
теңдіктерден, мына 

  2

(x)
, , ,

R
R

f
y x f f

a a

   теңсіздік пен мына,

 
      1 1, , , ,R Ry x f y x f   теңдік шығады деп жорылық. Онда, келесі,

  
 0 0f 

,
 0 0f  

,...,
   0 0Rf 

,
   1 0 0Rf   теңдіктер орындалса, мына,

 

   
            

1 1
1 20

, , , , , ,
R R

R Rf x f
y x f e x y x f

a a a

  
 

   
 

теңдік-те орындалады, мұнан 

   
        

1
1 2 2

2
, , , ,

k
k k kf x

y x f y x f f
a a a

  


     . Бұл алынған теңсіздікті, бұрынғы,  

  2

(x)
, ,

k
k

f
y x f f

a a

  
 
теңсіздігін қоссақ, онда, мынадай,

 

  2 1
1

(x)
, ,

k
k

f
y x f f

a a






 
 
теңсіздік аламыз жəне онан басқа, келесі

  

   
      

             
2 2

2 2 2 2 21
, , , , , , , , .

R R
R R R R Rf x f x

y x f y x f f x ay x f y x f
a a a a

   
 

             
формула орынды. 

Демек, 1k n   болған сəтте, келесі, 
 0 0f 

,
 0 0f  

,...,
   1 0 0nf  

 теңдіктерден, 

мына, 

   2 1
1

(x)
, ,

n
n

f
y x f f x

a a






 
 
теңсіздік пен, келесі,

 

      , , , ,n ny x f y x f  теңдікті аламыз, мұнан,
 

   
 

0, ,

n

n
f

y x f
a

 
. 

б) Қажеттілігі. Келесі,  

  2 1
1

(x)
, , , 1, 2,...

n
n

f
y x f f n

a a






  
 
теңсіздік орындалсын делік. Онда,мына, 

 0 0f 
,

 0 0f  
,...,

   1 0 0nf  
 
теңдіктердің орындалатынын көрсетейік.

 
Келесі,  

 
0

maxe 1,
0 1

a
x

e x
x





   

, жайды ескерсек, онда, мына,
 

       0f(x)
, , , , ,

f
y x f e x y x f

a a a

     
 
формуладан, мынадай,
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     
0

0

0 (x)
, , , ,

f f
y x f y x f

a a a

     
 

  2 2 20 1 0 1
1

(x) 2
, ,

n n
n

f
y x f f f f f

a a a a

  
 



          
 

теңсіздік аламыз. Осы жерде 0   , деп шекке көшсек 
 0 0f  боларын көреміз. Онда  

   f(x)
, , , , ,y x f y x f

a a

    
 

       f (x) f (x) 1
, , , , f (x) , , , , .y x f y x f ay x f y x f

a a a a

   
 

            
 

Демек, 

       0f (x)
, , , , , ,

f
y x f e x y x f

a a a

  


   
 

     2 20 0
0 1

0 f (x) f(x)
, , , ,

n

f
y x f f y x f f

a a a a a

  


 
        

 

2 21 0 1

2
n n

f f f
a a

 
 

      
. 

Осы, соңғы теңсіздікте,   0   деп шекке көшсек, онда  0 0f  
 
деген теңдік аламыз, мұнан, 

   f (x)
, , , , ,y x f y x f

a a

 


   
 

   f (x)
, , , ,y x f y x f

a a

 


    
 

   f (x) 1
f (x) , , , , .ay x f y x f

a a
 


       

 
Енді,  

 0 0f 
,

 0 0f  
,

   0 0kf 
, 

      1 1, , f , ,k ky x y x f  
 

теңдіктері дəлелденді деп жорыйық, онда  

   
            

1 1
1 20

, , f , , , ,
k k

k kf x f
y x e x y x f

a a a

  
 

    
 

 
                   

1 1
1 2 2

2 20 0
10

0
, , f 1 1 , ,

k k
R k k

n

f f x f x
y x f k n y x f f

a a a a a

  
 

  



          

  2

2 21 10

2
.R

n n
f f f

a a

 

 
      

Соңғы теңсіздікте,  0, деп шекке көшсек    1 0 0kf  
 
боларын көреміз, мұнан 

      
         

2
2 1 1 2, , f , , , , , , .

k
k k k kf xd

y x y x f y x f y x f
dx a a

   


           
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Демек, k = n - 1 сəтінде 

 0 0f 
,

 0 0f  
,...,

   1 0 0nf  
; 

          
 

0

0
, , f , , , , , .

n

n n n
f

y x y x f y x f
a

    
 

Жоғарыдағы, есептеулер, басқа, есепті қоюға негіз болады. Бұл сəтте, біз шешімді емес, оның 
өзгертілген түрін, немесе, шекқатпарлық функцияны жуықтаймыз. 

 
5.Қорытынды 
Бұл əдіс сингуляр əсерленген Коши есебін түпкілікті шешті,жəне есептің бұрын соңды 

беймəлім қырлары мен сырларын аша түсті. 
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FOR AN ORDINARY SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATION 

WITH CONSTANT COEFFICIENTS BY THE METHOD OF A 
DEVIATING ARGUMENT 

 
Abstract. In this paper we obtain a spectral decomposition of the solution of the Cauchy problem for an 

ordinary differential equation of the second order with constant coefficients in a space with an indefinite metric, and 
with the help of this expansion we deduce the boundary layer expansion of the solution of the singularly perturbed 
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Коэффиценттері тұрақты, екінші ретті 
кəдімгі дифференциалдықтеңдеудің сингуляр əсерленген 
Коши есебін, аргументін ауытқыту əдісі арқылы шешу 

 
1. Кіріспе  
Мына, ܪ ൌ   ,ଶሺ0,1ሻ кеңістігінде, Кошидің келесіܮ
ݕఌܮ                                     ൌ ሻݔሺ′′ݕߝ ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅ ሻݔሺݕܾ ൌ ݂ሺݔሻ,										ݔ ∈ ሾ0,1ሿ																																	ሺ1ሻ 
ሺ0ሻݕ  ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0                                                            (2) 

есебін қарастырайық, мұндағы  ߝ-оң аз шама, ал a,b– белгілі тұрақты шамалар, ݂ሺݔሻ ∈  -  ଶሺ0,1ሻܮ
белгілі функция, ݕሺݔሻ белгісіз функция. 

Егер ߝ → ൅0 болса онда limఌ→ା଴ ,ݔሺݕ  .ሻ шегі бар ма,  əлде жоқ па деген сұрақ туындайдыߝ
ߝ ൌ 0	cəтінде теңдеудің реті төмендеп екінші ݕ′ሺ0ሻ ൌ 0 шарты керек болмай қалады. 

Мəселенің оңай емес екенін осыдан-ақ аңғаруға болады. 
Бұл (1)-(2) есепті шешудің, біздің əдісімізден өзгеше, əртүрлі жолдары бар [1-9]. Өкінішке 

орай, бұл əдістердің көпшілігі жартылай эмпиристік əдістер қатарына жатады, себебі, есептің 
қалдық мүшесі, оның коэффициенттері арқылы бағаланбаған.Біз бұл есепті спектрəлдік əдіспен 
[10-17] шешіп, əлгі олқылықты толтырмақпыз. 
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Біздің əдісіміздің өзгешелігі, Коши операторының спектрінің жоқтығына қарамастан, спект-
рəлді таралым арқылы шешімді тарқатып, сонан соң оның асимптотикасын зерттеуінде. 

 
2. Зерттеу əдістері  
Лемма 1 
Егер ݂ሺݔሻ функциясы [0,1] кесіндісі бойында үзіксіз болса, онда Кошидің  (1)-(2) есебінің 

бірегейшешімі бар жəне ол екі рет үзіксіз дифференциалданады, былай,  

,ݔሺݕ									                                                  ,ߝ ݂ሻ ൌ ଵ

ఌ
׬ ߰ሺݔ െ ሺ3ሻ																																								ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴  

өрнектеледі, мұндағы ߰ሺݔሻ – дегеніміз Кошидің, келесі, 

ሻݔሺ′′߰ߝ ൅ ܽ߰′ሺݔሻ ൅ ܾ߰ሺݔሻ ൌ 0																						 

߰ሺ0ሻ ൌ 0, ߰′ሺ0ሻ ൌ 1													 
Дəлелі. Жоғарыдағы (3)-ті  (1)-ге апарып қойсақ, мынадай, 

,ݔሺ′ݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
1
ߝ
න߰′ሺݔ െ ,	ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ,ݔሺ′′ݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ

݂ሺݔሻ
ߝ

൅
1
ߝ
න߰′′ሺݔ െ ,		ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ

௫

଴

௫

଴

 

ݕఌܮ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ න߰′′ሺݔ െ 	ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൅
1
ߝ
නܽ߰′ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൅	

௫

଴

௫

଴

൅
1
ߝ
නܾ߰ሺݔ െ 	ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൌ	

௫

଴

 

ൌ 	݂ሺݔሻ ൅
1
ߝ
නሾ߰ߝ′′ሺݔ െ ሻݐ ൅ ܽ߰′ሺݔ െ ሻݐ ൅ ܾ߰ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻሿ݂ሺݐ ൌ ݂ሺݔሻ଴

௫

଴

 

 

Лемма 2. 
Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ 0 болса, онда, мына, 

ఌሻܮሺܦ ൌ ሼݕሺݔሻ ∈ ;ଵሾ0,1ሿܥ⋂ଶሺ0,1ሻܥ ሺ0ሻݕ ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0ሽ 
жиынның кез келген мүшесі үшін, келесі, 

                                                                 ห|ݕ|ห ൑ ||௅ഄ௬||

௔√ଶ
,(4) 

ห|ݕ|ห
ଵ
൑ ට||ݕ||ଶ ൅ ଶሖ||ݕ|| ൑ ඨ

3
2
||ݕఌܮ||
ܽ

 

Cалдар 1. Үзіксіз функциялардың сызықтық көпсаласында шектеулі кері ܮఌିଵ операторы 
анықталған, жəне оны үзіксіздігін сақтай отырып, бүткіл  ܮଶሺ0,1ሻ – кеңістігіне таратуға болады. 

Дəлелі. Егер f=0 болса, онда (4)-дан  у=0 екенін көреміз, яғни  ܮఌ операторы ܦሺܮఌሻ аймағын 
өзінің мəндерінің жиынына: ܴሺܮఌሻ ൌ  ሾ0,1ሿ бірмəнді сəйкестендіреді. Үзіксіз функциялардыңܥ
сызықтық көпсаласы ܮଶሺ0,1ሻ кеңістігінде тығыз, сондықтан,  ܮఌିଵ операторын, (4) теңсіздігінің 
арқасында, бүткіл ܮଶሺ0,1ሻ кеңістігіне үзіксіз етіп таратуға болады. 

Салдар 2. Кері ܮఌିଵ операторының қабындысы: ܮఌିଵതതതതത операторы əсіре үзіксіз, бұл жай 7 теңсіздік 
пен Ремихтың теоремасының салдары. 

2-лемманың дəлелі. Мына, у(х)∈  ,жатыстықтан, келесі	ఌሻܮሺܦ

ሻݔሺݕ ൌ නݕ′ሺݐሻ݀,ݐ				ݕ|ሺݔሻ| ൑

௫

଴

|න |ݐሻ݀ݐሺ′ݕ

௫

଴

൑ නหݕ′ሺݐሻห݀ݐ ൑ ሺන1ଶ݀ݐሻ
ଵ
ଶ െ ሺන ሻݐଶ݀|′ݕ|

ଵ
ଶ ൑ √1 െ ሺݔ

௫

଴

௫

଴

௫

଴

න ሻݐଶ݀|ݕ́	|
ଵ
ଶ	,

௫

଴

 

теңсіздіктер шығады. 
Демек, 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
195 

ሻ|ଶݔሺݕ| ൑ ሺ1 െ ሻනݔ ሻ||ଶݔሺݕ||				,	ݐଶ݀|ݕ́	| ൌ

௫

଴

න ݔሻ|ଶ݀ݔሺݕ| ൑

ଵ

଴

න 	ሾሺ1 െ ሻݔ

ଵ

଴

න ݔሿ݀	ݐଶ݀|ݕ́	|

௫

଴

൑ න ݐଶ݀|ݕ́	| නሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൑

ଵ

଴

ଵ

଴

ଶ||ݕ́	|| න ݔ݀ݔ ൑

ଵ

଴

ଶ||ݕ́	|| ∙
ଶݔ

2
|଴
ଵ ൑

ଶ||ݕ́	||

2
 

Мұнан, ||ݕ|| ൑ ||	௬́||

√ଶ
 

Əрі қарай, жоғарыдағы (1) теңдеудің  екі жағын да  у’(x) функциясына  скаляр көбейтеміз, 
сонда 

ሺܮఌݕ, ሻ′ݕ ൌ ,′′ݕሺߝ ሻ′ݕ ൅ ሖݕ||	ܽ ||ଶ 		൅ 		ܾሺݕ, ሻ′ݕ ൌ ሺ݂,  ,ሻ′ݕ

ሺݕ′′, ሻ′ݕ ൌ 	නݕ′′, ݔ݀′ݕ ൌ නݕ݀′ݕ′ ൌ
у́ଶሺхሻ
2	

ଵ

଴

ଵ

଴

|଴
ଵ ൌ

у́ଶሺ1ሻ
2	

ൌ 0, 

൫ݕ, ൯′ݕ ൌ 	නݕ, ′ݕ
ଵ

଴

ݔ݀ ൌ නݕ

ଵ

଴

ݕ݀ ൌ
ሻݔଶሺݕ

2	
|଴
ଵ ൌ

ଶሺ1ሻݕ

2	
൒ 0 

Демек,  

ሺܮఌݕ, ሻ′ݕ ൌ ߝ
ଶሺ1ሻݕ́

2	
൅ ሖݕ||	ܽ ||ଶ ൅ ܾ

ଶሺ1ሻݕ

2	
ൌ ሺ݂,  ሻ′ݕ

Бұл теңсіздіктен, ߝ ൐ 0, ܽ ൐ 0, ܾ ൒ 0	cəтінде, келесі, 

ሖݕ||	ܽ ||ଶ ൑ ൫݂, ൯′ݕ ൑ ||݂|| ∙ ሖݕ|| ||,⇒ ሖݕ||ܽ || 	൑ ||݂||, ሖݕ|| || 	൑
||݂||
ܽ

 

теңсіздіктер шығады. Онда 

ห|ݕ|ห ൑
ሖݕ|| ||

√2
൑
ห|݂|ห

ܽ√2
൑
ห|ܮఌݕ|ห

ܽ√2
	, 

 ห|ݕ|ห
ଵ
ൌ ට||ݕ||ଶ ൅ ሖݕ||	 ||ଶ ൑ ට	||௙||మ

ଶ௔మ
൅	

	||௙||మ

௔మ
ൌ

ห|௙|ห

௔
ට1 ൅

ଵ

ଶ
൑ ටଷ

ଶ

ห|௙|ห

௔
൑ ටଷ

ଶ

||௅ഄ௬||

௔
 

Лемма 3.  

Егер ܵݑሺݔሻ ൌ ሺ1ݑ െ ݕఌܮ ሻ жəнеݔ ൌ ′′ݕߝ ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅  ሻݔሺݕܾ

ఌሻܮሺܦ ൌ ൛ݕሺݔሻ ∈ ;ଵሾ0,1ሿܥ⋂ଶሺ0,1ሻܥ ሺ0ሻݕ	 ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0ൟ; 

болса, онда SLε - операторыܮଶሺ0,1ሻкеңістігінде симметриялы, яғни, мына 

ሺSLεݕ, ሻݖ ൌ ሺݕ, SLεzሻ 

теңдігі кез келген ݕ, ݖ ∈   .ఌ) жұбы үшін орындыܮሺܦ

Дəлелі. Мына,  ݑ, ݒ ∈  ,ఌ) – жатыстықтары орынды делік, онда, келесіܮሺܦ

ܵሺܮఌݑ	, ሻݒ ൌ ሺܮఌݑ, ሻݒߜ ൌ ሺ1ݒଵݔሺ"ݑනߝ െ ݔሻ݀ݔ ൅ ܽනݑ′ሺݔሻݒሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൅ ܾනݑሺݔሻݒሺ1 െ ;ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴

ଵ

଴

ଵ

଴

 

නݑ"ሺݔሻݒሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൌ නݒሺ1 െ ሻݔሺ′ݑሻ݀ݔ ൌ ሺ1ݒሻݔሺ′ݑ െ ሻ|଴ݔ
ଵ ൅ නݒ ′ሺ1 െ ݔሻ݀ݔሺ′ݑሻݔ ൌ			

ଵ

଴

ଵ

଴

ଵ

଴

 

නݒ ′ሺ1 െ ݑሻ݀ݔ ൌ ݒ ′ሺ1 െ ሻݔሺݑሻݔ

ଵ

଴

|଴
ଵ ൅ නݑሺݔሻݒ"ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൌ නݑሺݔሻݒ"ሺ1 െ ;ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴

ଵ

଴
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නݑ′ሺݔሻݒሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൌ නݒሺ1 െ ݑሻ݀ݔ

ଵ

଴

ଵ

଴

ൌ ሺ1ݒ െ ሻ|଴ݔሺݑሻݔ
ଵ ൅ නݑሺݔሻݒ ′ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ ൌ 	නݑሺݔሻݒ ′ሺ1 െ ݔሻ݀ݔ

ଵ

଴

ଵ

଴

 

ܵሺܮఌݑ	, ሻݒ ൌ ሺܮఌݑ, ሻݒߜ ൌ නݑሺݔሻሾݒߝ"ሺ1 െ ሻݔ ൅ ሺ1′ݒܽ െ ሻݔ ൅ ሺ1ݒܾ െ ݔሻሿ݀ݔ ൌ

ଵ

଴

ሺݑ,  ,ሻݒఌܮܵ

теңдіктер де орынды. 
Келесі, 1-теорема, жоғарыда, дəлелденген 1-3 леммалардың тікелей салдары. 
Теорема 1. Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ 0, ߝ ൐ 0 болса, онда ܵܮఌ െ операторының қабыныдысы жалқы 

оператор, кері оператор  ሺܵܮఌሻതതതതതതതିଵ операторы бар жəне  ол əсіре үзіксіз жалқы, мұндағы ܵݑሺݔሻ ൌ
ሺ1ݑ െ  ,ሻݔ

ݕఌܮ ൌ "ݕߝ	 ൅ ′ݕܽ ൅ ,ݕܾ ఌሻܮሺܦ ൌ ൛ݕ ∈ ଶሺ0,1ሻܥ ∩ ;ଵሾ0,1ሿܥ ሺ0ሻݕ ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0ൟ 
Теорема 2. 
Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ 0, ߝ ൐ 0 болса, онда ܵܮఌതതതതത операторының нормаланған меншікті векторлары  

 .ଶሺ0,1ሻ – кеңістігінде ортонормаланған базис құрайдыܮ
Бұл теорема алдыңғы теорема мен Гильберт пен Шмидтің теоремасының, оңай, салдары. 
Жалқы ܵܮఌതതതതത - операторының меншікті векторлары ߮௡ሺݔሻ, ݊ ൌ 1,2, …, ал меншікті мəндері 

݊	ሺ	௡ߣ ൌ 1,2, … , ሻ болсын делік,  онда, келесі, 

ሻݔఌതതതതത߮௡ሺܮܵ ൌ ,ሻݔ௡߮௡ሺߣ ሻݔതതതതതതത߮௡ሺ		ఌିଵܮܵ ൌ
߮௡ሺݔሻ

௡ߣ
					ሺ݊ ൌ 1,2, … , ሻ 

теңдіктер орындалады. ܵ- операторымен, келесі, 

ݕఌܮ ൌ "ݕߝ	 ൅ ′ݕܽ ൅ ݕܾ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሿ 
теңдеудің екі жағына да əсер етсек, онда, мынадай,  

ݕఌܮܵ ൌ ݂ܵ,⟹ ,ݔሺݕ ݁, ݂ሻ ൌ ሺܵܮఌሻିଵ݂ܵ, 

,ݔሺݕ ݁, ݂ሻ ൌ ෍ሺሺܵܮఌሻିଵ݂ܵ,

∞

௡ୀଵ

߮௡ሻ ∙ ߮௡ ൌ ෍ሺ݂ܵ, ሺܵܮఌሻିଵ,

∞

௡ୀଵ

߮௡ሻ߮௡ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

௡ߣ
߮௡ሺݔሻ

∞

௡ୀଵ

 

теңдіктерге келеміз, мұндағы, ܵݑሺݔሻ ൌ ሺ1ݑ െ  ሻ,яғниݔ
ܵ- дегеніміз ܵଶ ൌ  .теңдігін қанағаттандыратын жалқы əрі унитар операторܫ

Теорема 3. Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ 0, ߝ ൐ 0 болса, онда жоғарыдағы Кошидің (1)-(2) есебі ܮଶሺ0,1ሻ 
кеңістігінде əлді шешіледі жəне бұл əлді шешім, мынадай,  

,ݔሺݕ                                                      ݁, ݂ሻ ൌ ∑ ሺௌ௙,ఝ೙ሻ

ఒ೙
߮௡ሺݔሻ	

∞
௡ୀଵ 																																																												(5) 

болады, мұндағыߣ௡	ሺ	݊ ൌ 1,2, … , ሻ, дегеніміз  ܵܮఌ- операторының меншікті мəндері, ал 
߮௡ሺݔሻ	ሺ	݊ ൌ 1,2, …,) соларға сəйкес меншікті функциялар (векторлар),  

ሻݔሺݑܵ ൌ ሺ1ݑ െ  ሻݔ
ሻݔሺݕఌܮ                                           ൌ ሻݔሺ"ݕߝ	 ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅ ,ሻݔሺݕܾ ݔ ∈ ሾ0,1ሿ; 																																											ሺ1ሻ 

ሺ0ሻݕ ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0																																																								ሺ2ሻ 
 
3. Зерттеу нəтиежелері 
Меншікті ߮௡ሺݔሻ, ሺ	݊ ൌ 1,2, …,) функциялардың дифференциалдық теңдеуі арқылы жоғарыдағы, 

(5) формуланың Фүре коэффиценттерін түрлендірейік. 
 
Лемма 4.  Егер g(x) функциясы [0,1] кесіндісі бойында үзіксіз болса, онда Кошидің, мына, 

;
0)0(

]1,0(),()()(')(








z

xxgxbzxazxBz
 

 

есебінің шешімі келесі,  
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






1

0

1 )(
)(

)()( dttge
a

tx
xgBxz

x

t

d
a

b


                                                                      (6) 

функция болады, мұндағы )(x - дегеніміз Хевксайдтың функциясы  









.0,0

;0,1
)(

x

x
x  

Дəлелі: Жоғарыдағы, (6) формуланы дифференциалдап, келесі 

dtetg
a

b

a

xg
xz

x d
a

b
x

t





0

)(
)(

)('


 

теңдікті аламыз, мұнан 

),()()(')()(
)(

)()('
0

xgxbzxazxbzxgdte
a

tg
bxgxaz

x d
a

b
x

t 


 
 

0)0( z , 

Салдар 

  )()()('
0

xzdt
a

e
tbztaz

x
d

a

b
x

t





 

 

Лемма 5. Мына,  
Bu=au’(x)+bu(x);  u(0)=0 

оператордың сыңырласы, келесі,  
В+v=-av’(x)+bv’(x);  v(1)=0 

оператор. 
Дəлелі. 

   
1

0

1

0

1

0 0

1
|)()()()()()()]()('[v)(Bu, xavxudxxbvxuduxavdxxvxbuxau  

  
1

0

1

0

)()()()(' dxxbvxudxxuxav ).,()()1()1(
1

0

vBudxxvBuauv     

 
Лемма 6. Егер  

(а)Bu= au’(x)+bu(x); u(0)=0; 
(б)B+v= - av’(x)+bv(x); v(1)=0; 

(в)Su(x)=u(1-x), 
то имеет место формула  

SB=B+S 
Дəлелі. 

SBu(x)=au’(1-x)+bu(1-x);  u(0)=0 

Егер u(x)∈ )болса,онда )(D) (В)ܦ	  ВxSu  жəне бұл сəтте 

В   '(1 ) bu'(1 x) ( ),
d

Su a Su âSu au x SÂu x
dx

        
 

бізге керегі де осы еді 
 
Теорема 4. Егер, мына, 

                                                "( ) '( ) ( ) ( )n n n n nx a x в x S x                                                  (7) 

                                                                ,0)0(n   0)0('                                                            (8)             
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теңдіктер орындалса,яғни ( 1, 2....)n n  сандары  (7)-(8)-есептің меншікті мəндері, ал 

( )( 1,2.....)n x n  оларға сəйкес меншікті функциялары болса,онда келесі, 

߰ሺݔሻ ൌ ∑ ఌఝ೙ሺଵሻ

ఒ೙
߮௡ሺݔሻ

∞
௡ୀଵ  

формула орынды,мұндағы ߰ሺݔሻ െдегеніміз Кошидің келесі, 

"( ) '( ) ( ) 0z x az x bz x    , 

߰ሺ0ሻ ൌ 0, ߰′ሺ0ሻ ൌ 1 

есебінің шешімі. 

Дəлелі. Теореманың шарты бойынша , келесі , 

"( ) '( ) ( ) 0,x a x b x      

,0)0(  1)0('   

теңдіктер орынды. Біз бұларды, басқаша түрде жазайық: 

0)()(''  xBx  ,  

мұндағы, 

0)0();()(')(   xbxaxB . 

Енді, )(xSB - функциясының  )(xn , n=1,2….системасы бойынша Фуре коэффиценттерін 

табайық , 

BSBSBSB nnn   1,(),( 1
n  =  

),)((),)((),(),( 1111
nnnnnn SBBSBBSBSBSBSB    =














 





dxxS

dxxSxxdxxSxxS

dxxSxSxx

xdSxSdSS

SBSBBSSB

nn

nnnn

nnn

nnnn

nnnnnn

)(')'()1()0('

)(')'(|)()1(')(')'(|)()('

)(')'()()'(|)()1(

)()(|)(),(

).,(),(),(),(

1

0

1

0

1
0

1

0

1
0

1

0

1

0

1
0

1

0

'1
0

1

0

11











 

= ;
),(

)1()(
1

)1(
''

,0''
)(')'()1(

1

0

1

0 









 n

nnnnn

SB
dxxSB

SBS

B
dxxS 




   

Демек, 

);,()1(),(),( nnnnn SBSB    

сондықтан, 














11

).(
)1(

)(),()(

,
)1(

),(

n
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n

n

n
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n

n
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


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



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Енді (5) формуладан, Кошидің (1)-(2) есебінің шешімінің шекқатпарлық таралымын аламыз, 
бұл үшін оның Фуре коэффициенттерін бөліктеп интегралдау арқылы түрлендіреміз. 

);'',(),(

)'',(),()'',)((),)((

))'',(,()'',(),(

11

1111

1111

nnn

nnnnnn

nnnnnnn

fSBfB

fSBSfSBSfBSSfB

BSfSBSfBSBSfSf



















 

Соңғы өрнекті түрлендірейік 

)'',( 1
nfSB 

);,')'(()1()')(1(

')'(|)')(()'(|)(''

11

1
1

0

1

0

1

0

1
0

111
0
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nnnnn

fBSfSB

dxfSBfSBxdfSBfSBxfdSB











     

Демек, 

);,')'(()1()')(1(),(),( 111
nnnnn fBSfSBfBSf     

Онда (5)-формуладан, мынадай, 

),,( fxy 













 


1

1

2

2
111

2

2
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1
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n

n
n

n

n
n

n
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dx

d
xyxfBSxfBfB
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d
xyx

fSBxfB







),,,()()0()'()( 1

2

2
11 fB

dx

d
xyxfBxfB     

мұндағы 







 x
d

a

b

dte
a

tf
xfB

x

t

0

1 .
)(

)(


 

Жоғарыдағы (1) теңдеудің оң жақтағы бос мүшесін жеткілікті біртегіс функция деп 
санап,асимптотикалық таралымның келесі мүшелерін табуға болады. 

)1
2

2
,(

*)]()0()'()([)()0()'()()]1
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d
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Былай,  ID 0 , )()(
1

2

2

xfxDf B
dx
d  деп, белгілеулер енгізсек, жоғарыдағы формула, мына, 

1 1 1 1

2 1 0 1 0 1 12

2 2
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түрге енеді.Əрі қарай, математикалық индукцияны қолдануымызға болады 

),,()](*)0(')()([),,( )1()1(
1

0

11
fxyxxffxy DDBDB

nnnk
n

k

kkk
    







. 
 
Алынған нəтиежені тұжырымдап қоялық. 

Теорема 5. Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ ߝ	,0 ൐ 0, f(x) ϵܥ௡ሾ0,1ሿ болса, онда Кошидің,келесі, 

ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′′ݕߝ ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅ ሻݔሺݕܾ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ	ሺ2.7.1ሻ 
ሺ0ሻݕ  ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0      (2.7.2) 

есебінің шешімі,мынадай, 
1

1 1

0

( , , ) [ ( ) ( ( )) '(0)* ( )] ( , , )( 1) ( 1)
n k nk nk k n

k

y x f f x f x x y x fB D B D D   


 



     

болады, мұндағы, 

ID 0
,

2
1

2( ) (Df x f xd B
dx

 ), 

1

0

( )
( ) .

x

t

b
d

x af t
B f x e dt

a





   

( )x =
௘ೖమೣି௘ೖభೣ

௞మି௞భ
,݇ଵ,ଶ=

ି௔േ √௔మିସఌ௕

ଶఌ
; 

ห|yሺx, ,ߝ ௡݂ሻ|หܦ ൑
ห|஽೙௙|ห

௔√ଶ
. 

 
 
4.Талқысы 
Мысал  
ሻݔሺ′ݕߝ                                               ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ ݔ		.1 ∈ ሺ0, 1ሿ;																																																			ሺ9ሻ 

ሺ0ሻݕ ൌ 0 
Бұл есептің шешімі  

,ݔሺݕ                                                ሻߝ ൌ
ଵି௘ష

ೌ
ഄೣ

௔
,мұнан																																																																	ሺ10ሻ 

                                           limఌ→଴ ,ݔሺݕ ሻߝ ൌ ቊ
0, ݔ ൌ 0		болған	сəтте	;
ଵ

௔
, ݔ ് 0		болған	сəтте	. 																																												ሺ11ሻ 

Жоғарыдағы (10) функцияның үзіксіз екені айдан анық, бірақ оның шегі (11) үзікті функция, 
демек жинақталу бірқалыпты емес. Теңдеудің оң жағы ݂ሺݔሻ ൌ 1 өте біртегіс əдемі функция, солай 
бола тұра, ол бірқалыпты жинақталуды қамтамассыз ете алмады, демек, бірқалыпты жинақталуды 
қаматамассыз ету үшін теңдеудің оң жағына біртегістіктен басқа қосымша шарттар қою керек 
сыйақты. 

Жоғарыдағы (0.1)-(9) есептің шешімі, мынадай 

,ݔሺݕ                                                ሻߝ ൌ
ଵ

ఌ
׬ ݂ሺݐሻ݁ି

ೌ
ഄ
ሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫
଴ 																																																						ሺ12ሻ 

болары айдан анық, егер ݂ሺݔሻ ∈   ሾ0,1ሿ, яғни ол ሾ0,1ሿ кесіндісі бойында үзіксіз болса, ондаܥ

,ݔሺݕ ሻߝ ൌ
1
ߝ
න ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
൅
݂ሺ0ሻ

ߝ
න ݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
, 
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න ݁ି
௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
ൌ ቚݔ െ ݐ ൌ ݏ

െ݀ݐ ൌ ݏ݀
ቚ ൌ න ݁ି

௔
ఌ௦݀ݏ

௫

଴
ൌ 

ൌ ݁ି
௔
ఌ௦ ቀെ

ߝ
ܽ
ቁ

଴

௫

ൌ
ߝ
ܽ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ, 

мұнан 

,ݔሺݕ ሻߝ െ
݂ሺ0ሻ

ܽ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ ൌ

1
ߝ
න ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ
௫

଴
݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ; 

Соңғы интегралды, былай,  

ቤන ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ
௫

଴
݁ି

௔
ఌ௧݀ݐቤ ൑ max

଴ஸ௧ஸఌ
|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅ න |݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ|݁ି

௔
ఌ௧݀ݐ

௫

ఌ
൑ 

൑ maxതതതതതത
଴ஸ௧ஸఌ

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅ 2 max
଴ஸ௧ஸଵ

|݂ሺݐሻ| ൈන ݁ି
௔
ఌ݀ݐ

௫

଴
൑ 

൑ max
଴ஸ௧ஸఌ

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅2‖݂‖௖ ൈ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ ߝ

ܽ
 

бағалауға болады, бірақ бұл баға бөліміндегі ߝ െға төтеп бре алмайды. Мұнан шығар қорытынды 
есеп қарапайым болып көрінгенмен, қалпақпен ұрып алар, есептер қатарына жатпайды. 

Егерде теңдеудің оң жағына қосымша шарт жүктесек, яғни ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଵሾ0,1ሿ болса, онда  

ብݕሺݔ, ሻߝ െ
݂ሺݔሻ

ܽ
ብ ൑

ߝ√

ܽ√2ܽ
ൣ݂|0| ൅ ฮ݂ ′ฮ൧ 

боларын көруге болады 
Егерде (12) формулада алмастыру жасасақ ол, мына,  

,ݔሺݕ ሻߝ ൌ
1
ߝ
න ݂ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ

௫

଴
 

түрге келеді. Енді оң жақтағы интегралды, ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
௡ሾ0,1ሿ, сəтінде бөліктеп интегралдасақ, онда 

мынадай,  

න ݂ሺݔ െ ሻݐ
௫

଴
݁ି

௔
ఌ௧݀ݐ ൌ ⋯ ൌ ݁ି

௔
ఌ௫෍ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺ0ሻ ቀ

ߝ
ܽ
ቁ
௞

௡

௞ୀଵ

െ 

െ෍݂ሺ௞ିଵሻሺݔሻሺെ1ሻ௞ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௞

௡

௞ୀଵ

൅ ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻ
௫

଴
ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ ൌ 

ൌ ቚݐ ൌ
ݔ
ߝ
ቚ ൌ ෍ቈ

ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺ0ሻ݁ି௔௧

ܽ௞
െ
ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺݔሻ

ܽ௞
቉

௡

௞ୀଵ

௞ߝ ൅ 

൅ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧

௫

଴
,ݐ݀ ൌ 

ൌ෍ሾݎ௞ሺݐሻ ൅ ௞ܲሺݔሻሿ
∞

௞ୀଵ

௞ߝ ൅ ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻ
௫

଴
ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ; 

ብන ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ
௔
ఌ௧

௫

௔
ብݐ݀ ൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻฮݐ ቆන ݁ି

ଶ௔
ఌ ௧݀ݐ

ଵ

଴
ቇ

ଵ
ଶ
൑ 

൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ൤൬
ߝ

െ2ܽ
݁ି

ଶ௔
ఌ ௧൰ /଴

ଵ൨

ଵ
ଶ
൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ൈ ቀ

ߝ
2ܽ
ቁ
ଵ
ଶ
,→ 
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ብන ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ
௔
ఌ௧݀ݐ

௫

଴
ብ ൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ቀ

ߝ
2ܽ
ቁ
ଵ
ଶ
. 

Біз жоғарыда есепті қарабайыр əдістердің бірі арқылы шығаруға əрекет жасадық, бірақ 
мұнымыз іске аспады. 

Егер ݕߝ′ሺݔሻ ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ ݂ሺݔሻ, ሺ0ሻݕ ൌ 0; ܽ െ   болса, ондаݐ݊ݏ݋ܿ
ߝ
ܽ
ሻݔሺݕ ൅ න ݐሻ݀ݐሺݕ

௫

଴
ൌ
1
ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
. 

Енді ߣ ൌ
ఌ

௔
, ሻݐሺܨ ൌ

ଵ

௔
׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫
଴ , ሻݔሺݕܬ ൌ ׬ ݐሻ݀ݐሺݕ

௫
଴ болсын, десек, онда 

ሺܫߣ ൅ ሻݔሺݕሻܬ ൌ ,ሻݐሺܨ ሻݔሺݕ ൌ ܴఒܨሺݐሻ ൌ ሺܬ ൅ ሻݐሺܨሻିଵܫߣ ൌ 

ൌ
1
ܽ
ሺܬ ൅ ሻݐሺ݂ܬሻିଵܫߣ ൌ

1
ܽ
ቀܬ ൅

ߝ
ܽ
ቁܫ
ିଵ
 .ሻݔሺ݂ܬ

ܬ െинтегралдау операторы əсіре үзіксіз операторлар қатарына жатады сондықтан, оның 
резольвентасы ܴఒ ൌ ሺܬ ൅ ߣ ሻିଵоператоры да əсіре үзіксіз, ал оның өзіܫߣ ൌ 0 нүктесінен басқа 
барлық нүктелерде аналитикалық оператор функция, ал ߣ ൌ 0 нүктесі елеулі (существенная) 
ерекше нүкте. Сондықтан, жалпы, алғанда,  

 limఒவ଴ ,ݔሺݕ ሻߣ ൌ limఒவ଴ሺܬ ൅ ሻିଵܫߣ  ሻݐሺܨ
шегі жоқ ,сондықтан, тақырыпты тамам деуге болар еді. Бірақ ߣ белгілі бір қыйсықтың 

бойымен,немесе, нүктелермен ұмтылғанда ондай шек бар болып ,жəне ол керек болып тұр. Бұл 
тақырыптың өміршеңділігі мен өзекшелігі осында болса керек. Келесі,бөлімде біз қолданыста 
жүрген əдістерге талдау жасаймыз.  

5.Қорытынды 
Əдісімізді Вишик пен Василеваның шекқатпарлық функция əдісімен сылыстырайық. 
ܪ ൌ ଶሺ0,1ሻܮ െкеңістігінде Кошидің, мынадай, 

ݕߝ																																																				 ′ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻݕሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0, 1ሿ																																																	ሺ13ሻ 
ሺ0ሻݕ                                                       ൌ 0																																																																														ሺ14ሻ 
Сингуляр əсерленген есебін қарастыралық, мұндағы ܽሺݔሻ пен ݂ሺݔሻқажетінше біртегіс функ-

ция, ал ߝ ൐ 0 െазшамалы параметр. 
Осы (13)-(14) есептің шешімін, мына,  

,ݔሺݕ                               ሻߝ ൌ ∑ ሾ߮௞ሺݔሻ ൅ ߰௞ሺτሻሿߝ௞ ൅ ,ݔ௡ܴ௡ሺߝ ߬ሻ
௡ିଵ
௞ୀ଴ 																																				ሺ15ሻ 

түрде іздейік, мұндағы ߬ ൌ
௫

ఌ
െшабан параметр. Осы өрнекті, жоғарыдағы, (13) теңдеуге апарып 

қоялық, сонда, мынадай,  

෍ߝ ൤߮௞
′ ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ ൈ

1
ߝ
൨ ௞ߝ ൅ ′௡ାଵܴ௡ߝ

௡ିଵ

௞ୀ଴

൅ 

൅ܽሺݔሻ෍ሾ߮௞ሺݔሻ ൅ ߰௞ሺ߬ሻሿ
௡ିଵ

௞ୀ଴

௞ߝ ൅ ,ݔሻܴ௡ሺݔ௡ܽሺߝ ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, 

теңдік аламыз, мұндағы ሺ∙ሻ െжоғарғы нүкте арқылы ߬ െайнымалысы бойынша туынды белгіленген 
Жақшаларды ашайық; 

෍ߝ௞ାଵ߮௞
′ ሺݔሻ ൅෍ ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൈ ௞ߝ ൅ ′௡ାଵܴ௡ߝ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

൅෍ሾܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻሿߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴
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൅ߝ௡ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, 

෍ൣ߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ൧ߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀଵ

 

൅ߝ௡൫ܴߝ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൅ ߮௡ିଵ
′ ൯ ൅ ሶ߰଴ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߮଴ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰଴ሺ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

 
Мұнан, 

ܽሺݔሻ ൈ ߮଴ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ,→ ߮଴ሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
; 

ሶ߰ ଴ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰଴ሺ߬ሻ ൌ 0,
ሶ߰ ଴
߰
ൌ െܽሺݔሻ,න

ሶ߰଴
߰
݀߬

ఛሺ௫ሻ

଴
ൌ െන ܽሺݔሻ݀߬

௫

଴
ൌ 

ൌ െන ݀ሺݔሻ
ݔ݀
ߝ

௫

଴
; 		 ݈௡߰଴ሺ߬ሻ/଴

ఛൌ െන
݀ሺߦሻ

ߦ
ߦ݀

௫

଴
, 

݈௡
߰଴ሺ߬ሻ
߰଴ሺ0ሻ

ൌ െ
1
ߝ
න ܽሺߦሻ݀ߦ
௫

଴
, ߰଴ሺ߬ሻ ൌ ߰଴ሺ0ሻ݁

ିଵఌ ׬ ௔ሺకሻௗక
ೣ
బ , ߬ ൌ

ݔ
ߝ
. 

Əрі қарай,ݔ െқа тəуелді функцияларды бөлек, ал ߬ െға тəуелді функцияларды бөлек нөлге 
теңеп, мынадай: 

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൌ 0,→ ߮௞ሺݔሻ ൌ െ

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ
ܽሺݔሻ

; 

ሶ߰ ௞ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0,→ ߰௞ሺ߬ሻ ൌ ߰௞ሺ0ሻ݁
ିଵక ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ; 

теңдіктер аламыз. Енді бастапқы шартқа жүгінеміз: 

,ݔሺݕ ሻ/௫ୀ଴ൌߝ 0,→ ߮௞ሺ0ሻ ൅ ߰௞ሺ0ሻ ൌ 0, ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ/௫ୀ଴ൌ 0. 

Демек, ߰௞ሺ0ሻ ൌ െ߮௞ሺ0ሻ,→ 

߰ሺ0ሻ ൌ െ߮଴ሺ0ሻ ൌ െ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
, ߰ଵሺ0ሻ ൌ െ߮ଵሺ0ሻ ൌ

߮଴
′ ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
. 

Ыңғайлы болу үшін, мынадай,  

ሻݔሺ݂ܦ ൌ
݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
଴ܦ		. ൌ  ܫ

белгілеулер енгізейік, сонда  

߮଴ሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ
ሻݔ଴݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
, 

߮ଵሺݔሻ ൌ െ
߮଴
′ ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ െ

1
ܽሺݔሻ

݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ െ

ሻݔሺ݂ܦ

ܽሺݔሻ
, 

߮ଶሺݔሻ ൌ െ
߮ଵ
′ ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ
ሻݔଶ݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
, … , ߮௞ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻ௞

ሻݔ௞݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
. 

Сондықтан, 
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߰௞ሺ߬ሻ ൌ െ߮௞ሺ0ሻ݁
ିଵఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ൌ െሺെ1ሻ௞

௞݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
ൈ ݁ି

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ . 

Қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬ሻмүшесі үшін, мынадай, 

ܴ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ ൅ ߮௡ିଵ′ ൌ 0, 

теңдеу аламыз жəне оған, мынадай, 

ܴ௡ሺ0ఛ0ሻ ൌ 0 

бастапқы шарт тіркеседі, яғни ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ функциясы, мынадай,  

ܴ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ ൌ െ߮௡ିଵ′ ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ܦ௡݂ሺݔሻ 

ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ/௫ୀ଴ൌ 0 

Коши есебінің шешімі. Демек, ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ݕሺݔ, ,ߝ ,ݔሺݕ ௡݂ሻ, мұндағыܦ ,ߝ ௡݂ሻܦ െдегеніміз 
сол бастапқы (13)-(14) есептің шешімі, оң жағы ሺെ1ሻ௡ܦ௡݂ሺݔሻ болған сəттегі. 

Сонымен жоғарыдағы (13)-(14) есептің шешімі бар болса, онда ол, мынадай, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞ ቈ
ሻݔ௞݂ሺܦ
ܽሺݔሻ

െ
௞݂ሺ0ሻܦ
ܽሺ0ሻ

݁ି
ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ቉

௡ିଵ

௞ୀ଴

௞ߝ ൅ 

൅ߝ௡ሺെ1ሻ௡ݕሺݔ, ,ߝ  ௡݂ሻܦ

болады. 
 
Əдістің əлсіз тұстары: 
1) Жоғарыдағы (13)-(14) есептің бар жоқтығы туралы лəм-лим деп ауыз ашпайды 
2) Неліктен шешімді (ол бар болған сəтте) (15) түрінде іздеуіміз керек? 
3) Есептеу барысында, мынадай,  

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0 

бір теңдеуден, мынадай,  
߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൌ 0, ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0 

екі теңдеуге көшеді,шын мəнінде ߬ шамасы ݔ െқа тəуелді ቀ߬ ൌ
௫

ఌ
ቁ сондықтан бұл əрекетте 

негізсіздіктің ізі айқын байқалады. 
4) Ең сорақысы, қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ мүшені қалай бағалау туралы ешнəрсе айтылмайды. 
Қолданбалы математикада, мұндай əдістер көптеп кездеседі, олар қосымша мəліметті 

практикадан немесе, эксперименттен көріп тұрады, сондықтан олар үшін нəтиежеге тез қол 
жеткізу маңызды, басқасын кейін көре жатармыз дейді-де, сол деймен қалып қояды. 

Біздің əдісіміздің көш ілгері екені айдан анық. 
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РЕШЕНИЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ,ДЛЯОБЫКНОВЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ,МЕТОДОМ ОТКЛОНЯЮЩЕГОСЯ АРГУМЕНТА 
  
Аннотация. В данной работе получено спектральное разложение решении задачи Коши обыкновенного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами в простанстве с индефи-
нитной метрикой,и с помощью этого разложения выведено погранслойное разложение решении сингулярно 
возмущенной задачи Коши, для уравнениявторого порядка 

ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′′ݕߝ ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅ ሻݔሺݕܾ ൌ ݂ሺݔሻ,			ݕሺ0ሻ ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0, 
ݔ ∈ ሾ0,1ሿ; 

Ключевые слова: самосопряженный оператор, вполне непрерывный оператор, теорема Гилберта –Шмидта, 
вольтеровые операторы, индефинитная метрика, разложение Шмидта, полнота, ортонормированный базис. 
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ORGANIZATION OF COMPUTER LABORATORY WORKS  
TO STUDY ELECTRIC AND MAGNETIC FIELDS USING  

THE SOFTWARE PACKAGE MATLAB 
 

Abstract. A model of the organization of computer laboratory works to study electric and magnetic fields using 
the software package MATLAB. When you study the electric field we consider two infinite charged plane with 
surface density of known, spaced apart from each other at a predetermined distance. Planes have coaxial holes of 
radius, which far exceeds the distance between the planes. - Written program for calculating potential and the 
projection of the electric field on the horizontal axis of the system as a function of the coordinates X. the reference 
point taken as the point located an equal distance from the holes. The results of the calculations are presented in the 
form of graphs of dependence of the potential and the projection of the field strength from the x-coordinates in one 
graphic window.  

For the study of magnetic field is considered the field of the long straight solenoid with a current of known 
power having a predetermined length and radius of the cross section. The number of turns per unit length is also 
specified. Program of calculation of the magnetic field on axis as a function of distance x, measured along the axis of 
the solenoid from its end. The results of the calculations are presented in the form of a graph of dependency relations 
of induction of the calculated magnetic field to the magnetic field of infinite solenoid. 

 Key words: charged infinite plane charge density, the hole, the tension and potential of the electric field, the 
solenoid, the density of the number of turns, current, magnetic induction. 
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ОРГАНИЗАЦИЯ КОМПЬЮТЕРНОЙ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ  
ПО ИССЛЕДОВАНИЮ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО И МАГНИТНОГО 
ПОЛЕЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПАКЕТА ПРОГРАММ MATLAB 
 
Аннотация. Предлагается модель организации компьютерной лабораторной работы по исследованию 

электрического и магнитого полей с использованием пакета программ MATLAB. При исследования 
электрического поля рассматривается две безграничные заряженные плоскости с известной поверхностной 
плотностью, отстоящие друг от друга на заданном расстоянии. Плоскости имеют коаксиальные отверстия 
радиус, которого намного превышает расстояние между плоскостями. Составленна программа расчета 
потенциала и проекции напряженности электрического поля на горизонтальную ось системы как функцию 
координаты х. Началом отсчета взята точка, расположенная на одинаковом расстоянии от отверстий. 
Результаты расчетов представлены в виде графиков зависимости потенциала и проекции напряженности 
поля от координаты х в одном графическом окне.  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2017 
 

 
207 

Для исследования магнитного поля рассматривается поле прямого длинного соленоида с током, 
известной силы, имеющего заданную длину и радиус сечения. Число витков на единицу длины также задана. 
Составлена программа расчета индукции магнитного поля на оси как функцию расстояния х, отсчитанного 
вдоль оси соленоида от его торца. Результаты расчетов представлен в виде графика зависимости отношений 
индукции рассчитанного магнитного поля к индукции магнитного поля соленоида бесконечной длины от 
отношения расстояия х к радиусу сечения соленоида.  

Результаты работ обсуждаются совместно со студентами. 
Ключевые слова: заряженная безграничная плоскость, плотность заряда, отверстие, напряженность и 

потенциал электрического поля, соленоид, плотность числа витков, сила тока, индукция магнитного поля. 
 
Президент Республики Казахстан Н. Назарбаев в Послании народу Казахстана «Стратегия 

«Казахстан-2050» - новый политический курс состоявшегося государства» обозначив приоритеты 
в сфере образования сказал: -Нам предстоит произвести модернизацию методик преподавания и 
активно развивать он-лайн-системы образования, создавая региональные школьные центры. Мы 
должны интенсивно внедрять инновационные методы, решения и инструменты в отечественную 
систему образования, включая дистанционное обучение и обучение в режиме он-лайн, доступные 
для всех желающих [1]. 

Для реализации поставленных задач кафедра «Теория и методика преподавания физики» 
ЮКГУ им. Ауэзова МОН РК с 2011-2012 учебного года внедрила в учебный процесс дисциплины 
«Информационные технологии в образовании», «Информационные технологии в преподавании 
физики», «Методика использования электронных учебников», «Компьютерное моделирование 
физических явлений» программы которых предусматривает освоение и использование 
современных информационных технологии в преподавании физики. Программа дисциплины 
«Компьютерное моделирование физических явлений» для специальности 5В011000, 5В060400-
физика предусматривает использование программного комплекса MATLAB для моделирования 
задач механики, молекулярной физики и термодинамики, электростатики и электродинамики, 
оптики,квантовой физики с сопровождением графики. Цель курса – изучить основные принципы и 
раскрыть сущность математического моделирования, показать роль математического моделирова-
ния при описании различных физических процессов и явлений. Задачей курса является обучение 
студентов общим методам решения уравнений математической физики, построению модели 
физического процесса или явления, отражающей в математической форме важнейшие его 
свойства, присущие составляющим его частям связи и т.д; обучение исследованию математи-
ческими методами свойств модели для получения сведений об объекте исследования; обучение 
выбору (или разработке) алгоритма для реализации модели на компьютере и созданию 
соответствующих компьютерных программ; обучения компьютерной графике: a) формирование 
творческого воображения, образно-графического и технического мышления; б) овладение 
компьютерными технологиями для получения графических изображений. В результате изучения 
дисциплины студенты должны:  

 овладеть методологией математического моделирования физических явлений; 
 иметь представление о принципах и методах математического моделирования; 
 уметь моделировать различные системы и анализировать построенные математические 

модели физических явлений; 
 Уметь редактировать двумерные и трехмерные графики.  
Курс является логическим продолжением курсов: “Общая физика”, “Вычислительная 

математика”, “Математические пакеты”, “Языки программирования”. 
Возможности MATLAB весьма обширны, а по скорости выполнения задач система нередко 

превосходит своих конкурентов. Она применима для расчетов практически в любой области науки 
и техники. Программный комплекс MATLAB является одним из лучших современных решений 
для организации математического моделирования физических процессов. 

Методика конструрования заданий для компьютерных моделей приведена в брошюре 
«Методические аспекты преподавания физики с использованием компьютерного курса «Открытая 
физика». В качестве примера в ней приведены бланки заданий для выполнения компьютерной 
лабораторной работы с использованием компьютерных моделей «Движение с постоянным 
ускорением» и «Упругие и неупругие соударения». Такие же материалы размещены в компакт-
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диске «Открытая физика 2.5», в сайтах «Открытый колледж» и на страницах сетевого объединения 
методистов (СОМ) [3,4]. В них даются два вида лабораторныхбланков: 

 бланк для внесения ответов обучащими; 
 бланк для учителя в котором имеются ответы тестов и заданий для удобства их проверки. 
Сформировать интерес к изучению физике посредством использования современных 

информационных технологий обучения; развитие познавательных универсальных способностей 
(навыки теоретического мышления, исследовательского и творческого поиска. Современный 
взгляд на наше общество как на обучающееся подразумевает, что образовательная система должна 
быть ориентирована (в большей степени, чем раньше) на развитие и воспитание у учащихся 
адаптивной компетенции, т. е. способности осознанно и гибко применять полученные знания и 
навыки в различных контекстах.  

На основании результатов недавнего исследования [2] в данной статье в первую очередь 
обсуждается следующий вопрос: чему именно требуется научиться, чтобы приобрести адаптивную 
компетенцию в какой-либо области? Автор считает, что для развития адаптивной компетенции 
необходим комплекс когнитивных, эмоциональных и мотивационных компонентов, а именно: 
предметная база в виде структурированных знаний в определенной области, навыки использо-
вания эвристических методов мышления, метазнания - представления о собственной когнитивной 
деятельности, мотивации и эмоциях, навыки саморегуляции для управления собственными 
когнитивными, мотивационными и эмоциональными процессами, а также позитивные убеждения в 
отношении себя как учащегося и в отношении обучения в различных областях. Далее автор 
задается следующим вопросом: каковы характеристики процессов обучения, продуктивных с 
точки зрения приобретения адаптивной компетенции? Обучение, целью которого является 
формирование адаптивной компетенции, должно представлять собой конструктивный, 
саморегулируемый, конкретный и совместный (КСКС) процесс формирования знаний и навыков. 
Каким образом преподаватель может стимулировать обучение по типу КСКС? В статье приведен 
пример создания действенной обучающей среды, ориентированной на повышение эффективности 
обучения студентов. В работе [3] предлагаются критерии информационной компетентности, 
выраженные через качества «информационной» личности на основе комплекса знаний и умений в 
области информационных технологий, среди них особое внимание уделяется умению интерпре-
тировать полученные результаты; принимать решения о применении того или иного программного 
обеспечения; предвидеть последствия принимаемых решений и делать соответствующие выводы; 
и т.д. Приводится практические примеры формирования информационной компетенции на 
различных этапах урока – исследования, например, по теме «Воздухоплавание». В работах [4-
7] предлагаются разработки уроков по темам «Основы термодинамики», «Атомная физика», 
«Преломление света», «Коэффициент полезного действия» с использованием электронных 
обучающих средств. Мощным средством обучения физике, по мнению многих отечественных и 
зарубежных специалистов является продукции компании «Физикон» [8]. В дисках «Открытая 
физика 25» этой компании ддаются методические рекомендации по составлению заданий и их 
выполнению практически по всем разделам школьной программы. По нашему и мнению других 
[9-14] каждый преподаватель физики при желании может самостоятельно сконструировать 
компьютерную лабораторную работу, используя интерактивные модели из мультимедийного 
курса «Открытая Физика» компании «Физикон». Для этого рекомендуется использовать тот же 
алгоритм для создания лабораторных работ, который применен в данном мультимедийном курсе. 
Сначала рекомендуется разобрать теорию вопроса, затем ответить на контрольные вопросы, потом 
выполнить задачи, при решении которых необходимо провести компьютерный эксперимент и 
проверить полученный результат.  

Одной из трудных задач внедрения результатов использования информационных технологий в 
учреждениях образования является недостаточное практическое умение преподавателей использо-
вания компьютерных моделей физических явлений для организации проведения лабораторных 
работ. От организации компьютерных лабораторных работ во многом зависит активизация, 
мотивация и в конечном счете эффективность обучения. О создании и использовании моделей 
бланков организации компьютерных лабораторных работ по исследованию различных физических 
явлений в учебном процессе нами ранее написаны [15-34]. 
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В данной статье приводится примеры использования пакета программ Маtlab [35]. при 
организации выполнения компьютерной лабораторной работы по исследованию электрического и 
магнитного полей.  

Лабораторная работа 1. Тема работы: Исследование поля двух разноименно заряженных 
плоскостей, имеющие коаксиальные отверстия.  

Цель работы: Использовать пакет программы МАТLАВ для расчета поля, результаты 
представить в виде графиков потенциала и напряженности от расстояния вдоль оси, савпадающей 
с линией, соединяющей центры коаксиальных отверстий.  

Условия задания: Две безграничные плоскости, отстоящие друг от друга на расстоянии l=1мм, 
заряжены с поверхностной плотностью +σ=1.77*10-3 Кл/м2 и –σ=1.77*10-3 Кл/м2. Плоскости имеют 
коаксиальные отверстия радиуса R=2 см, причем l<<R. Взяв координатную ось х с началом 
отсчета О, рсаположенная на одинаковом расстоянии от отверстий, как показано на рис.1. Найти 
потенциал и проекцию напряженности электрического поля Ех на oсь системы как функцию 
координаты х. Нарисовать графики.  

R

-x

+σ

O

‐σ

R

l<<R

+x

Безграничные
поверхности 

 
 

Рисунок 1 - Схема для расчета поля 
 
Проекция вектора напряженности на ось системы и потенциала в зависимости от х 

выражаются фрмулами: 

ݔܧ ൌ െ ఙ∗௟∗ோ^ଶ

ଶ∗ఌ଴∗ሺ௫మାோమሻ^య/ଶ
ൌ ܿ ∗ ோ^ଶ

ሺ௫మାோమሻ^య/ଶ
:	ܸ ൌ ఙ∗௟

ଶ∗ఌ଴
∗ ௫

√௫.మାோ^ଶ
ൌ ܿ ∗ ௫

√௫.మାோ^ଶ
: 

R=2 см; l=1мм; σ=1.77*10-3 Кл/м2.  
>>x=-5:0.1:5; % ввод вектора оси х 
>>R=2; 
>> e0=1./(4.*pi.*9.*10.^9) % ввод электрической постоянной 
e0 = 8.8419e-012 
>> c=q.*l./(2.*e0) % вычисление коэффициента 
c = 1.0005e+007 
>>v= c.*x./(sqrt(x.^2+R.^2)); % вычисление потенциала поля вдоль оси х, проходящей между 

центрами отверстий. 
>> plot(x,v,'r-') % визуализация 
>> hold on % разрешение нанесения нескольких графиков 
>> grid on % нанесение сетки на графике 
>>Ex=- c.*R^2./(sqrt(x.^2+R.^2));% вычисление проекции напряженности поля на ось х 
>> plot(x,Ех,'k- -') % визуализация 
>>xlabel('X') % нанесение оси х 
>>ylabel('v, Ех ') % нанесение оси у 
>>title(‘V(x), Е(х)’) % нанесение названия графика 
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Результаты расчетов представлены на Рис.2. Сплошная кривая – зависимость потенциала поля 
от расстояния х отсчитанная от середины между коаксиальными отверстиями, препрывистая 
кривая - зависимость напряженности поля от расстояния х отсчитанная от середины между 
коаксиальными отверстиями.  

 

 
Рисунок 2 - Графики зависимости потенциала и напряженности электрического поля вдоль оси х  

в зависимости от расстояния х от центра плоскостей. 
 
Из графика видн, что кривая потенциала поля симметрично возрастает относительно центра от 

нуля до ±9.3 В, а кривая зависимости напряженности поля от координаты (x=0 до x=±5) 
симметрично уменьшается до -5 B/м.  

 
Лабораторная работа 2. Тема работы: Исследование поля прямого длинного соленоида, 

имеющего длину l и радиус сечения R=2 см. Число витков на единицу длины n. По соленоиду 
течет ток I.  

 
Цель работы: Найти индукцию магнитного на оси соленоида как функцию х, изобразить 

график зависимости индукции В/В0 от отношения х/R. х-отсчитывать вдоль оси соленоида от его 
торца (где, В0ൌ 0ߤ ∗ ݊ ∗ ܫ ൌ 10мТл -магнитная индукция длинного соленоида).  

ܤ ൌ 0ߤ ∗ ݊ ∗ ܫ ∗ ሺ1 െ
௫

√௫మାோమ
ሻ/2, где х>0 вне соленоида, х<0 внутри соленоида, . 

>>x=-4:0.1:4; % ввод вектора расстояния  
>> B0=10; % ввод параметров 
>> R=2; % радиус сечения соленоида 
>>B1=B0*(1+(x./(sqrt(x.^2+R.^2)))./2); % вычисление проекции индукции магнитного поля на 

ось х 
>> t=x./R; 
>> Y1=B1./B0; 
>>B2=B0*(1-(x./(sqrt(x.^2+R.^2)))./2); 
>> Y2=B2./B0; 
>>plot(t,Y1,'k-',t,Y2,’k--‘) % визуализация 
>>grid on % нанесение ceтки 
>>xlabel('x/R') % нанесение оси х 
>>ylabel('B/B0 ') % нанесение оси у 
>>title(‘Y=F(t)’) 
>>legend(‘B1/B0, x<0, B2/B0,x>0 
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Рисунок 3 - Зависимость индукции магнитного поля соленоида вдоль его оси внутри и снаружи  

от отношения расстояния х к радиусу его сечения 
 

Результат представлен на рисунке 3 из которого видно, что индукции магнитного поля 
соленоида вдоль его оси внутри и снаружи симметричны и возрастают с увеличением расстояеия х 
от нуля.  
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MATLAB БАҒДАРЛАМА ПАКЕТІН ҚОЛДАНЫП ЭЛЕКТР ЖƏНЕ МАГНИТ ӨРІСТЕРІН ЗЕРТТЕУГЕ 

АРНАЛҒАН КОМПЬЮТЕРЛІК ЗЕРТХАНАЛЫҚ ЖҰМЫСТАРДЫ ҰЙЫМДАСТЫРУ 
 
Аннотация. MATLAB бағдарлама пакетін қолданып электр жəне магнит өрістерін зерттеуге арналған 

компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастырудың үлгісі ұсынылады. Электр өрісін зерттеу үшін белгілі 
тығыздықпен зарядталған екі шексіз жазықтық қарастырылған. Жазықтықтар бетінде олардың ара қашықтығынан 
радиустары көп үлкен сақина тəрізді коаксиалды екі тесік жасалған.  

Электр өрісінің потенциалы мен кернеулік векторының горизонталь өске проекциясының х координатаға тəуелдігін 
есептеуге арналған бағдарлама құрылған. Есептеу басы тесіктерден бірдей қашықтықта орналасқан нүктеден басталады. 
Есептеу нəтижелері бір графикалық терезеде салынған өріс потенциалы мен кернеулік векторының горизонталь өске 
проекциясының х координатаға тəуелділік графиктері ретінде берілген.  

Магнит өрісін зерттеу үшін тік ұзын тогы бар соленоид қарастырылған. Соленоидың ұзындығы мен қимасының 
радиусы жəне орам санының тығыздығы берілген. Магнит өрісінің соленоид өсі бойындағы индукциясының х 
қашықтыққа тəуелділігін зерттеу үшін есептеу бағдарламасы құрылған. Қашықтық соленоидтың бір шетінен бастап 
есептеледі. Есептеу нəтижелері анықталған магиттік индукцияның шексіз ұзын соленоидтың индукциясына 
қатынасының х қашықтықтың соленоид өимасының радиусына қатынасына тəуелділік графигі түрінде берілген.  

Зерттеу нəтижелері студенттермен бірлесіп талқыланады. 
Кілттік сөздер: зарядталған шексіз жазықтық, зарядтар тығыздығы, тесік, электр өрісінің кернеулігі мен 

потенциалы, соленоид, орма санының тығыздығы, ток күші, магнит өрісінің индукциясы. 
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