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Abstract. We investigate a typical freezing scenario at the last stage of cosmic 
expansion using a nonlinear gravitational model  
, where α is a free parameter. We will consider solving this model using 
parameterization of the corresponding scale factor, and then the model will be limited 
to control datasets such as CC, Pantheon+(SN) and CC+SN+BAO. The Hubble 
parameter, the deceleration parameter, the density of matter and energy, and the 
EOS parameter of our model reflect the expected trends in space-time, confirming 
its physical fitness. In addition, the model demonstrates compatibility with the 
ΛCDM model in later times, showing freezing behavior in the plane   and 
resistance to density perturbation. Our results show that the modified gravitational 
model  is a reliable approach to describing the acceleration phase of 
the universe.  Recently, various cosmological observations have reinforced the 
evidence for the accelerated expansion of the universe. These observations include 



27

Reports  of the Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan

measurements of type Ia (SN Ia) supernovae, large-scale structure (LSS), Wilkinson 
Microwave Isotropy Probe (WMAP), cosmic microwave background radiation 
(CMBR) and baryon acoustic oscillations (BAOs). Comparing these different 
datasets provides compelling evidence for the existence of dark energy (DE), 
the mysterious component that drives the accelerated expansion of the universe. 
However, according to these cosmological observations, DE and dark matter (DM) 
together make up about 95-96% of the universe, mysterious components that have 
not yet been fully explored. On the contrary, baryonic matter makes up about 4-5% 
of the total volume of the universe. Currently, the general theory of relativity (GR) 
is considered the most successful theory of gravity, confirmed by many described 
gravitational experiments. Despite its success, GR cannot offer a satisfactory 
solution to the DE and DM puzzles. This disadvantage means that GR cannot be 
the definitive theory of gravity to solve all modern cosmological problems.

Keywords: Dark energy, dark matter, freezing quintessence, space late 
expansion,nonlinear gravity , control limits.
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Аннотация. Ғарыштық кеңеюдің соңғы кезеңіндегі квинтессенциалды 
мұздату сценарийін сызықтық емес гравитациялық модель көмегімен 
зерттейміз  , мұндағы α-еркін параметр. 
Осы модельдің шешімін сәйкес масштабты коэффициентті параметрлеуді 
қолдана отырып қарастырамыз, содан кейін модель CC, Pantheon+ (SN) және 
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CC+SN+BAO сияқты бақылау деректер жиынтығымен шектеледі. Хаббл 
параметрі, баяулау параметрі, материя-энергия тығыздығы және біздің 
модельдің EoS параметрі оның физикалық жарамдылығын растай отырып, 
ғарыштық уақыт бойынша күтілетін тенденцияларды көрсетеді. Сонымен 
қатар, модель кейінгі уақытта ΛCDM моделімен үйлесімділікті көрсетеді, 

 жазықтығында қату әрекетін және тығыздықтың бұзылуына 
төзімділікті көрсетеді. Нәтижелер өзгертілген  гравитациялық 
моделі ғаламның үдеу фазасын сипаттауға сенімді тәсіл екенін көрсетеді. 
Соңғы уақытта әртүрлі космологиялық бақылаулар ғаламның жеделдетілген 
кеңеюінің дәлелдерін күшейтті. Бұл бақылауларға Ia типті суперновалар 
(SN Ia), ауқымды құрылым (LSS), Уилкинсон микротолқынды анизотропия 
зонды (WMAP), ғарыштық микротолқынды фондық сәулелену (CMBR) 
және бариондық акустикалық тербелістер (BAOs) арқылы жүргізілген 
өлшеулер жатады. Осы әртүрлі деректер жиынтығын сәйкестендіру ғаламның 
жеделдетілген кеңеюін басқаратын жұмбақ компонент - күңгірт энергияның 
(DE) бар екендігінің нақты дәлелдерін береді. Алайда, осы космологиялық 
бақылауларға сәйкес, DE және күңгірт материя (DM) бірге ғаламның шамамен 
95-96% құрайды, бұл әлі толық түсінілмеген жұмбақ компоненттер. Керісінше, 
бариондық материя ғаламның жалпы көлемінің шамамен 4-5% құрайды. 
Қазіргі уақытта жалпы салыстырмалылық (GR) сипатталған көптеген 
гравитациялық эксперименттермен расталған ең сәтті гравитациялық теория 
болып саналады. Табысқа қарамастан, GR DE және DM жұмбақтарының 
қанағаттанарлық шешімін ұсына алмайды. Бұл кемшілік GR барлық заманауи 
космологиялық мәселелерді шешу үшін гравитация соңғы теориясы бола 
алмайтындығын білдіреді. 

Түйін сөздер: күңгірт энергия, күңгірт материя, мұздату квинтессенциясы, 
ғарыштық кеш кеңейту, сызықтық емес гравитация , бақылау 
шектері.
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Аннотация. Исследуется типичный сценарий замораживания на 
последнем этапе космического расширения с помощью нелинейной 
гравитационной модели  , где α-свободный 
параметр. Находится решение этой модели, используя параметризацию 
соответствующего масштабного коэффициента, а затем модель будет 
ограничена контрольными наборами данных, такими как CC, Pantheon+ (SN) 
и CC+SN+BAO. Параметр Хаббла, параметр замедления, плотность материи 
и энергии и параметр EOS приведенной модели отражают ожидаемые 
тенденции в пространстве-времени, подтверждая ее физическую пригодность. 
Кроме того, модель демонстрирует совместимость с моделью ΛCDM в более 
поздние времена, показывая поведение замерзания в плоскости  и 
сопротивление возмущению плотности. Наши результаты показывают, что 
модифицированная гравитационная модель   является надежным 
подходом к описанию фазы ускорения Вселенной.  В последнее время 
различные космологические наблюдения усилили доказательства ускоренного 
расширения Вселенной. Эти наблюдения включают измерения сверхновых 
типа Ia (SN Ia), крупномасштабной структуры (LSS), зонда Микроволновой 
изотропии Уилкинсона (WMAP), космического микроволнового фонового 
излучения (CMBR) и барионных акустических колебаний (BAOs). 
Сопоставление этих различных наборов данных дает убедительные 
доказательства существования темной энергии (DE), загадочного компонента, 
который управляет ускоренным расширением Вселенной. Однако, согласно 
этим космологическим наблюдениям, DE и темная материя (DM) вместе 
составляют около 95-96% Вселенной, загадочных компонентов, которые еще 
не полностью изучены. Напротив, барионная материя составляет около 4-5% от 
общего объема Вселенной. В настоящее время общая теория относительности 
(GR) считается наиболее успешной теорией гравитации, подтвержденной 
многими описанными гравитационными экспериментами. Несмотря на успех, 
GR не может предложить удовлетворительного решения головоломок DE и 
DM. Этот недостаток означает, что GR не может быть окончательной теорией 
гравитации для решения всех современных космологических проблем.

Ключевые слова: темная энергия, темная материя, квинтэссенция 
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замораживания, космическое позднее расширение, нелинейная гравитация 
, пределы наблюдения.

Кіріспе
Харко мен Лобо  теориясы деп аталатын  теориясының 

модификациясын зерттеу арқылы инновациялық тәсілді ұсынды. Бұл теорияда 
 қисықтық скаляры затпен минималды байланысты емес Лагранж . 

Геометрия мен материя арасындағы бұл минималды емес байланыс энергия-
импульс тензорының сақталмауына әкеледі. Бұл өз кезегінде қозғалыстың 
геодезиялық теңдеуіндегі бөлшектердің 4 жылдамдықтарына перпендикуляр 
қосымша күш туғызады. Нәтижесінде тест бөлшектерінің траекториялары 
жалпы салыстырмалылық теориясы болжаған геодезиялық траекториялардан 
ауытқиды (Riess, 1998). Гравитация  бірқатар космологиялық және 
астрофизикалық проблемаларды тиімді шешу қабілетіне байланысты ғылыми 
қауымдастық тарапынан айтарлықтай назар аударды (Perlmutter, 1999). 
Сонымен қатар,  гравитация эквиваленттілік принципіне бағынбайды 
және Күн жүйесінде жүргізілген тәжірибелермен шектеледі (Tsujikawa, 
2013). Жақында гравитацияның  қызықты космологиялық салдарын 
зерттеуге қызығушылықтың айтарлықтай өсуі байқалды. Қазіргі уақытта 
зерттеулердің көбеюі осы модельдің әртүрлі аспектілеріне бағытталған; 
мысалы, берілген сілтемелерді қараңыз (Aghanim, 2020). Джайбхай және 
т.б. (Corda, 2009)  гравитацияның космологиялық салдарын 
талқылады. Авторлар Фридман-Леметр-Робертсон-Уокердің (FLRW) жазық 
метрикасындағы ғаламның құбылысын зерттеп, оның ғарыштың эволюциясы 
мен құрылымына әсерін қарастырды. Мырзакулов және басқалар (Koussour, 
2022)  DE сызықтық емес моделіндегі тиімді күй теңдеуі (EoS) 
параметрінің эволюциясын зерттеді. Авторлар бұл параметрдің эволюциясын 
шектеу үшін ғарыштық хронометрлер мен Пантеон үлгілерін Байес талдауын 
пайдаланады (Malik, 2023).  космологиялық модельдерінің бөлігі 
ретінде DE құбылысын зерттеді. Атап айтқанда, олар  

және  қарастырды, мұндағы α - тұрақты шама. 
Авторлар осы модельдердегі DE құбылысын талдау және түсіну үшін бақылау 
деректерін пайдаланды. Куссур және т.б. (De Laurentis, 2015) 
гравитациядағы серпіліс әрекетін зерттеп, фантомдық қиылысқа және оның 
энергия жағдайларына әсерін талдауға назар аударды.

 формуласымен берілген сызықтық емес гравитация
лық  моделін қолдана отырып, ғарыштық кеңею кезеңіндегі 
квинтессенциалды мұздату сценарийін зерттейміз,мұндағы α - еркін параметр. 
Біз  талдаймыз жазықтық-Колдуэлл мен Линдер ұсынған құрал 
(Cruz-Dombriz, 2012), бұл әр түрлі модельдерді ажыратуға пайдалы DE сол 
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жазықтықтағы траекторияларына негізделген. Бұл тәсіл бұрын quintessence 
de модельдеріне қолданылған, нәтижесінде  жазықтығында екі түрлі 
класс пайда болды.  және  болатын аймақ еру аймағына сәйкес 
келеді, ал  және  болатын аймақ қату аймағына сәйкес келеді. 
Ғаламның кеңеюі мұздату аймағында көбірек жылдамдатылатыны атап өтілді. 
Сонымен қатар, біз  формуласымен берілген масштаб 
коэффициентінің параметрленуін қолданатын осы модельдің шешімін 
қарастырамыз, мұндағы  - ерікті тұрақты. Бұл таңдаудың артындағы 
мотивтер III бөлімде келтірілген. Біздің әдістемеміз ғарыштық хронометрлер 
(CC), Pantheon SN және BAO сияқты бақылау деректер жиынтығына 
негізделген эмпирикалық деректерге толық сәйкес келетін нәтижелерге 
қол жеткізуге мүмкіндік береді. Бұл қолжазба келесідей құрылымдалған. 
II бөлімде біз  теориясындағы динамиканы анықтайтын әрекет 
пен іргелі тұжырымдаманы ұсынамыз. Біз сондай-ақ FLRW жазық әлеміне 
сәйкес келетін модификацияланған Фридман теңдеулерін шығарамыз. III 
бөлімде біз  функционалдығын қолданамыз, содан кейін масштаб 
коэффициентінің параметрленуін қолдана отырып, осы модельдің шешімін 
зерттейміз. IV бөлімде.біз осы бақылаулармен сәйкестікті қамтамасыз ету 
үшін CC, SN және біріктірілген CC+SN+BAO деректер жиынының бақылау 
деректерін пайдалану арқылы үлгі параметрлерінің мәндерін шектейміз. 
Әрі қарай, V бөлімде біз Хаббл параметрі, баяулау параметрі, зат-энергия 
тығыздығы және EoS параметрі сияқты бірнеше параметрлердің әрекетін 
талдаймыз. Әрі қарай, біз VI бөлімде  құбылысын талдаймыз. VII 
бөлім біздің модельдің тұрақтылығын тексеруге арналған. Соңында, біз 
өзіміздің негізгі деректер мен қорытындыларымызды VIII бөлімде ұсынамыз.

Материалдар және негізгі әдістер. Соңғы бiрнеше онжылдықта әдебиетте 
қазiргi космологиялық дилеммаларды шешудiң түрлi балама тәсiлдерi 
ұсынылды. Олардың ішінде модификацияланған гравитация теориясы 
ғаламдағы күгірт материя және күнгірт энергия байланысты мәселелерді 
шешуге ең перспективалы үміткер ретінде пайда болды. Ғаламның күңгірт 
сипаты туралы жұмбақты шешудің жетекші тәсілі GR модификациясының 
f (R) гравитация теориясы арқылы өзгерту болып табылады,мұндағы 
R-Риччи скаляры. Бұл теория Риччи скалярын жалпы функциясымен 
алмастыру арқылы Эйнштейн-Гильберт әрекетін өзгертуді ұсынады, бұл DE 
қажеттілігінсіз ғаламның жеделдетілген кеңеюін түсіндіруге негіз ұсынады. 
Бұл мәселені шешу үшін  теориясы сияқты бірнеше басқа өзгертілген 
теориялар жасалды, мұндағы  импульс-энергия тензорының ізін білдіреді, 

 теориясы, мұндағы T бұралу скалярын білдіреді,  теориясы, 
мұндағы  метрикалы емес скалярды білдіреді,  теориясы, мұндағы 

 Гаусс-Боннет инвариантын білдіреді және басқалары.
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 теориясы және космология
Бұл тұрғыда  гравитацияға арналған әрекетті қарастырамыз 

(Harko, 2010). Әрекет ретінде көрсетіледі

            		                             (1)

мұндағы  - Риччи скалярының  және  затының Лагранж 
тығыздығының ерікті функциясы, ал -метрикалық тензордың детерминанты. 
Сонымен қатар, біз  конвенциясын қабылдаймыз, мұнда 

 және  сәйкесінше Ньютондық гравитациялық тұрақты және жарық 
жылдамдығын білдіреді. Анықтама бойынша, Риччидің скалярлық 
қисықтығы  түрінде өрнектеледі, мұндағы  - Риччи тензоры, 

Мұнда  Леви-Чивита қосылысының компоненттерін ұсынады, оларды 
келесі түрде алуға болады. 

.                                  (2)

 гравитация үшін өріс теңдеуі [39]  метрикалық тензорының 
компоненттері бойынша (1) әрекет интегралын өзгерту арқылы шығарылады

                (3)

мұндағы  , , ;  - ковариантты туынды, ал 
-заттың энергия-импульс тензоры

             		                                   (4)

Енді (3) теңдеуге ковариантты тұжырымды қолдану арқылы біз оны 
келесідей белгілей аламыз

        	                                 (5)

бұл гравитацияның  кезінде энергия-импульстің сақталу заңының 
бұзылуын көрсетеді. Осылайша, зерттелетін ғаламның табиғаты белгілі 
болғаннан кейін, өміршең космологиялық модельдер құруға және ғарыш 
уақытының метрикасын сәйкесінше таңдау арқылы ғаламның динамикасын 
тексеруге болады.

Біртекті және изотропты ғаламды кең ауқымда сипаттайтын FLRW 
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метрикасын зерттейміз. Бұл метрика космологиялық принципке негізделген, 
ол ғалам біртекті және изотропты, егер жеткілікті үлкен масштабта 
қарастырылса және космологиядағы негізгі тұжырымдама болып табылады

                                                           (6)

мұндағы  - белгілі бір уақытта ғарыштық кеңеюді сандық түрде 
анықтайтын масштаб коэффициенті t. Метрикадан (6) Риччи скаляры

                                               (7)

ретінде шығарылады, мұндағы -ғаламның кеңею жылдамдығын 
сипаттайтын Хаббл параметрі. Сонымен қатар, біз ғаламды керемет 
сұйықтыққа толы деп санаймыз. Бұл тұрғыда идеалды сұйықтық-космологияда 
заттың таралуын сипаттау үшін қолданылатын теориялық модель. Ол 
тұтқырлықтың болмауымен және нөлдік жылу өткізгіштігімен сипатталады. 
Идеал сұйықтықтың энергия-импульс тензоры мына формуламен берілген

                  	                  (8)

мұндағы  -  қатынасын қанағаттандыратын 
идеалды сұйықтықтың төрт жылдамдығын құрайды. Бұл тұрғыда ρ заттың 
энергия тығыздығын, ал p изотропты қысымды білдіреді. Энергия-импульс 
тензорына арналған өрнекті қолдана отырып, оның ізін  
деп есептей аламыз.

   Фридманның өзгертілген теңдеулері  гравитация жағдайында 
ғаламның динамикасын сипаттауда шешуші рөл атқарады. Бұл теңдеулер 
масштаб коэффициентінің  өзгеруін анықтайды. Гравитация жағдайында 

 модификацияланған Фридман теңдеулері түрін алады

    (9)

және 

                  (10)

мұндағы нүктелер ғарыштық t уақытқа қатысты туындыларды білдіреді.
Космологиялық шешімдер
(9)-(10) теңдеулерінде сипатталған өріс теңдеулерінің жүйесі төрт белгісіз 

екі тәуелсіз теңдеуден тұрады: f, H, ρ және p. жүйені толық шешу және энергия 
тығыздығы мен қысымның эволюциясын талдау үшін екі қосымша шектеу 
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теңдеуі қажет (қосымша шарттар). Бұл шектеулер жүйені жабу және бірегей 
шешім алу үшін қажет. Мұнда (Caldwell, 2005) түрінде көрсетілген  
гравитацияның нақты функционалды түрін қолданамыз

                                               (11)

мұндағы α-тұрақты. Қарастырылып отырған модель 
 функционалдық формасына негізделген, 

ол арасындағы жалпы байланысты білдіреді материя және геометрия .  
кезінде теңдеулер GR-дегі стандартты Фридман теңдеулеріне дейін азаяды. 
Берілген сценарийде,  [(Ryden, 2003), модификацияланған Фридман 
(9) және (10) теңдеулері

                   	                     (12)

және 

                 	       (13)

Енді тағы бір шектеу қалды. ғаламның масштабты факторы космологияда, 
әсіресе ғарыштың тағдыры мен кеш уақыттың динамикасын түсіну үшін өте 
маңызды. Бұл қазіргі заманның негізгі бөлігі ғаламның кеңеюін де, оның 
жермен байланысын да түсіндіретін космологиялық теориялар. Барроу 
(Chawla, 2012) қысым-тығыздық қатынасының қарапайым параметрленуін 
қолдану арқылы Эйнштейн өрісінің теңдеулерінің нақты шешімін тапты. 
Бұл параметризация арқылы  типті масштаб коэффициенті 
алынады, мұнда  және  тұрақтылар болып табылады. 
Амирхашчи және басқалар (Nagpal, 2019) өріс теңдеулерінің нақты шешімін 
алу үшін  ретінде берілген масштаб коэффициентін зерттеді. 
Акарсу және т.б. масштаб коэффициенті үшін гибридті ыдырау заңын 
қарастырды, яғни , бұл өнім өріс теңдеулерін толық шешу 
үшін дәрежелік және экспоненциалдық функциялар. Одинцов пен Ойконому 

 ретінде берілген масштабты коэффициенті бар  
гравитациясын (Beutler, 2011)  қолдана отырып, циклдік кванттық космология 
шеңберінде материяның серпілу сценарийін зерттеді. Бұл зерттеу Чавла және 
басқалар ұсынған масштабты коэффициенттің арнайы түріне бағытталған 
(Blake, 2011) және берілген жұмыстарда (Percival, 2010)  қолданылады

                                               (14)

мұндағы -ерікті тұрақты.
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(14) теңдеуді қолдана отырып, біз  Хаббл параметрін келесідей аламыз

                     	                         (15)

Теориялық нәтижелерді космологиялық бақылаулармен сенімді 
салыстыруды қамтамасыз ету үшін біз  (мұндағы a0 = 1) және 
теңдеуді (14) қолдана отырып, T уақыт айнымалысын z қызыл ығысу 
тұрғысынан білдіреміз

                                           (16)

Енді жоғарыдағы теңдеуді қолдана отырып, біз Хаббл параметрін қызыл 
ығысу тұрғысынан келесідей көрсете аламыз

                                       (17)

(17) теңдеуінде  орнату арқылы біз H(0) = H0 деген қорытындыға 
келеміз, мұндағы H0 Хаббл параметрінің ағымдағы мәнін білдіреді. 
Осылайша,  қатынасын қолдана отырып, уақыт 
туындыларын қызыл ығысу туындыларына ауыстыра аламыз . Осылайша, 
Хаббл параметрінің уақыт туындысын келесідей көрсетуге болады

                                           (18)

(17) және (18) теңдеулерден біз Хаббл параметрінің уақыт туындысы үшін 

өрнек аламыз  қызыл ығысу тұрғысынан z ретінде 
. сонымен қатар,(17) теңдеуде келтірілген модель динамикасы толығымен 
модель параметрлерімен анықталады (H0,l). Келесі бөлімде біз космологиялық 
параметрлердің эволюциясын зерттейміз, осы параметрлерді (H0,l) қол 
жетімді бақылау деректер жиынтығын қолдана отырып шектейміз.

Деректер және әдістеме
Бұл бөлімде масштабты коэффициенттің параметрленуінің дұрыстығын 

оның соңғы бақылау деректеріне сәйкестігін растай отырып бағалаймыз. Біз 
бірқатар бақылау деректерін, соның ішінде CC деректер жинағын, Pantheon+ 
SN sample Ia деректер жинағын және BAO деректер жинағын пайдаланамыз. 
Деректерді талдау үшін біз MCMC әдісін қолдандық (Марков Монте-Карло 
тізбегі) жалпыға қол жетімді пакетін қолдана отырып (Guthery, 2003). Бұл тәсіл 
бізге модель параметрлерін (H0, n) шектеуге мүмкіндік берді, бұл параметрлер 
(Zhadyranova, 2024) кеңістігінде постериорлық үлестіруді зерттеуге мүмкіндік 
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берді. Талдау нәтижесінде әр параметрдің артқы таралуын бейнелейтін 
бір өлшемді үлестірімдер (Zhadyranova, 2024) және әртүрлі параметрлер 
арасындағы ковариацияны көрсететін екі өлшемді үлестірімдер алынды. Бұл 
үлестірулер  және сенімділік деңгейлерімен толықтырылды. 
Мұнда біз пайдаланылған бақылау деректерін береміз:  

• CC деректер жинағы: CC деректер жинағы әртүрлі қызыл ығысуларда 
Хаббл  жылдамдығын тікелей анықтаудың құнды әдісін ұсынады. 
Біздің талдауымызда біз зерттеулер негізінде жиналған 31 деректер 
нүктесін қолданамыз. CC әдісі әртүрлі қызыл ығысулардағы екі Галактика 
арасындағы жас айырмашылығын бағалау үшін пассивті түрде дамитын 
галактикаларды спектроскопиялық анықтау әдістерін қолдануды қамтиды. 
Бұл жас айырмашылығы  есептеуге мүмкіндік беретін 
бақылауларға негізделген  туралы қорытынды жасауға мүмкіндік береді . 
Осылайша, CC деректері өте сенімді болып саналады, өйткені олар белгілі бір 
космологиялық модельге тәуелді емес, күрделі интеграцияны қажет етпейді 
және галактикалардың абсолютті жасын анықтауға негізделген.

• SN деректер жиынтығы: SN Ia-ға қатысты соңғы бақылау нәтижелері 
ғаламның жеделдетілген кеңею фазасының болуын растады. Соңғы екі 
онжылдықта SN Ia үлгілерінен жиналған деректер көлемі айтарлықтай өсті. 
Бұл зерттеуде біз Pantheon үлгісін қолданамыз, бұл SN Ia деректерінің ең 
кең таңдауының бірі, оның ішінде қызыл ығысу диапазонындағы 1048 нүкте 
[0.01, 2.3].

• BAO деректер жиынтығы: BAO фотондардан, бариондардан және 
күңгірт заттардан тұратын сұйықтықтағы космологиялық бұзылуларға 
байланысты алғашқы ғаламда пайда болған тербелістерді зерттейді. Бұл 
сұйықтық Томсонның шашырауына байланысты тығыз байланысты болды. 
BAO өлшемдеріне Sloan Digital Sky Survey (SDSS), Six Degree field Galaxy 
Survey (6dFGS) және бариондық тербелістерді спектроскопиялық шолу 
(BOSS) деректері кіреді (Bekkhozhayev, 2024).

MCMC талдауымызда біз CC + SN + BAO біріктірілген деректер жиыны 
үшін  функциясын қолданамыз

                                      (19)

мұндағы

                                         (20)

                                (21)
және
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 үшін i айнымалысы 31 деректер нүктесінде қайталанады, олардың 
әрқайсысы белгілі бір zi қызыл ығысуына сәйкес келеді. - бұл 
модельдің параметрлерімен анықталған zi қызыл ығысуымен модель 

болжаған Хаббл параметрі .  zi қызыл ығысуында 
байқалатын Хаббл параметрін, ал  осы қызыл ығысуда байқалған 
мәнмен байланысты белгісіздікті білдіреді.

 үшін i және j айнымалылары SN Ia деректерінің 1048 нүктесінде 
қайталанады.  арасындағы айырмашылықты білдіреді 
модулімен арақашықтық ith деректер нүктелері, SN Ia және тиісті теориялық 
болжауға болса, , SN білдіреді кері ковариационную матрицасын таңдау 
Pantheon+ ескеретін корреляция нүктелер арасындағы деректерді SN Ia. Әрі 
қарай, қашықтық Модулінің есептелген теориялық мәні келесідей анықталады 

, мұндағы  - жарқырау 
қашықтығы [11].

 үшін бұл қарастырылып отырған нақты сауалнамаға байланысты 
өзгеретін вектор, ал  - BAO деректері үшін кері ковариациялық 
матрица.  матрицасы BAO деректер нүктелері арасындағы белгісіздік 
пен корреляцияны қамтиды. X тасымалдау XT арқылы белгіленеді. Сонымен 

қатар, біз  және осы бақыланатын шамаларды әртүрлі зерттеулердегі 
BAO деректерімен салыстыру арқылы модель параметрлерін шектеу үшін 

қолданамыз:  және . Мұнда dA-ілеспе 
координаттардағы диаметр бойынша бұрыштық қашықтық, ал DV-кеңейту 
шкаласы.

Нәтижелер. ΛCDM моделі арасындағы салыстыру ұсынылды, мұндағы 
 және  км c−1 Mpc−1 график үшін 

қарастырылған. Суретте сәйкесінше 31 және 1048 деректер нүктелерін 
қамтитын Хаббл және Пантеон эксперименттерінің нәтижелері, сондай-ақ 
олардың қателері көрсетілген, бұл екі модель арасындағы нақты салыстыруды 
жеңілдетеді. Әрі қарай, 1 суретте CC, SN және CC+SN+BAO деректер 
жиынтығын қолдана отырып, H0 және m модель параметрлері үшін 1−σ және 
2−σ ықтималдық тізбектері көрсетілген. MCMC әдісін қолдана отырып, 
сандық есептеулерден алынған нәтижелер кестеде жинақталған. I. талдау 
барысында біз біріктірілген деректер жиынтығы үшін l мәні  аймағында 
шоғырланғанын анықтадық, бұл ең алдымен BAO деректерінің айтарлықтай 
әсеріне байланысты. Атап айтқанда, тек BAO деректерін пайдалана отырып, 
біз  және . Деректер жиынтығындағы бұл 
дәйектілік модель параметрлерін неғұрлым сенімді және жан-жақты шектеу 
үшін біріктірілген деректерді пайдалануға назар аударуымызды негіздейді.
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Сурет 1 Модель параметрлері, атап айтқанда H0 және n, сенімділік контурларымен және 
артқы үлестіріммен ұсынылған.

Масштабты коэффициенттің гиперболалық параметрленуін ΛCDM 
моделімен статистикалық салыстыру үшін біз модельді таңдаудың екі 
критерийін қолданамыз: Акайке ақпараттық критерийі (AIC) және Байес 
ақпараттық критерийі (BIC). AIC ретінде анықталады

                                                 (23)

және BIC келесідей анықталады

                                     (24)

мұндағы . Мұнда k модельдегі параметрлердің 
санын,  талданатын деректер жиыны үшін максималды ықтималдық 
мәнін білдіреді, ал  деректер нүктелерінің жалпы санын білдіреді. 
Қарастырылып отырған модельдер арасындағы ақпараттық критерий 
(IC) мәндерінің салыстырмалы айырмашылығына назар аударамыз. 

 деп белгіленген бұл айырмашылық әр 
модельдің IC мәнін бәсекелес модельдер арасындағы минималды IC мәнімен 
салыстырады. Джеффрис шкаласы бойынша, егер  болса, модель 
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статистикалық тұрғыдан ең қолайлы деректер моделіне сәйкес келеді. 2-ден 6-ға 
дейінгі айырмашылық модельдер арасындағы орташа шиеленісті көрсетеді, 
ал 10 немесе одан да көп айырмашылық айтарлықтай шиеленісті білдіреді. 
Бұл салыстырулар үшін біз ΛCDM моделін эталон ретінде қолданамыз және 
оны біздің модельмен салыстырамыз. Содан кейін біз жоғарыда аталған 
мәліметтер жиынтығын қолдана отырып, H0 және Ωm0 ΛCDM моделінің 
параметрлерін кестеде көрсетілген нәтижелермен анықтаймыз.

Талдауларымыздан CC және SN деректер жиындары үшін 2-ден төмен ic 
мәндері шығады. Бұл біздің модель ΛCDM моделіне де, бақылау деректер 
жиынтығына да сәйкес келетінін көрсетеді. Дегенмен, CC + SN + BAO 
деректер жиыны үшін ∆IC мәні 2-ден 6-ға дейінгі диапазонда болады, бұл 
орташа кернеу деңгейін көрсетеді.

Хаббл параметрінің, баяулау параметрінің, зат-энергия тығыздығының 
және EoS параметрінің әрекетін зерттейміз. Бұл талдаулар CC, SN және 
CC+SN+BAO деректер жиынтығымен анықталған H0 және l модель 
параметрлерінің ең қолайлы мәндеріне негізделген. β моделінің параметрі 
Хаббл параметрінің өрнегінде айқын көрінбейтіндіктен, біз оның зат-энергия 
тығыздығы мен EOS параметрінің эволюциясын зерттеуге арналған мәнін 
жаздық. Бақылау деректер жиынтығында көрсетілгендей α = 1,33 мәнін 
қолдандық.

Космологиялық параметрлерді зерттеу ғаламның әртүрлі аспектілерін 
түсіну үшін өте маңызды. ғаламның жалпы динамикасын, оның кеңею 
жылдамдығы мен қисықтығын сипаттайтын бұл параметрлер Бариондар, 
фотондар, нейтринолар, DM және DE сияқты оны құрайтын элементтерден 
Ғаламның пайда болуын түсіндіруге үлкен қызығушылық тудырады. Кез-
келген өміршең физикалық модельде бұл параметрлер шешуші рөл атқарады. 
Біздің жұмысымызда біз Хаббл параметрі, баяулау параметрі және EOS 
параметрі сияқты негізгі параметрлерге назар аудардық, бұл  
гравитациядағы масштабты факторды параметрлеу шеңберінде.

Хаббл H параметрі ғаламның белгілі бір уақытта кеңею жылдамдығын 
көрсетеді. Соңғы бақылау нәтижелері Хаббл параметрі Ғаламның эволюциясы 
кезінде төмендейтінін көрсетеді. Бұл зерттеуде Хаббл параметрі мен модель 
параметрлерінің шектеулі мәндеріне негізделген z қызыл ығысуы арасындағы 
байланысты зерттейміз. Нәтижелер Ғаламның эволюциясы кезінде Хаббл 
параметрінің мәні төмендейтінін анық көрсетеді, бұл бақылау нәтижелеріне 
сәйкес келеді. Планк қызметкерлері жүргізген соңғы бақылау деректеріне 
сүйене отырып Хаббл тұрақтысы   ретінде 
анықталды. CC деректер жиынтығы үшін Хаббл тұрақтысының мәнін 

 ретінде аламыз,  
SN деректер жиынтығы үшін, және  біріккен 
деректер жиынтығы үшін. Бұл модельдің Хаббл тұрақтысының бақылау 
мәнімен толық келіскенін көрсетеді.
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Баяулау параметрі-ғаламның кеңею тарихын сипаттайтын негізгі параметр. 
(17) және (18) теңдеулерден аламыз

                                              (25)

Демек, модель үшін баяулау параметрі келесідей

   (26)

Модельдегі H Хаббл параметрінің белгісі ғаламның кеңеюін немесе 
кішіреюін көрсетеді, ал оның үдеуі немесе баяулауы q баяулау параметрінің 
белгісімен белгіленеді. оң q баяулау моделін білдіреді, ал теріс q үдеуді 
көрсетеді. Бір қызығы, SNe Ia және CMBR сияқты ағымдағы бақылаулар  
бар жеделдету модельдерінің пайдасына бейім, бірақ олар бұл сценарийді 
нақты қолдамайды. (26) теңдеуден q баяулау параметрі l − 1-ден -1-ге дейін 
монотонды түрде азаятынын көруге болады. Бұл ғаламның кеңеюі баяулаудан 
ерте дәуірге (l > 1 кезінде) алыс болашақтағы үдеуге ауысатынын білдіреді. 
Енді осы модель үшін q-ның қызыл ығысу z графигін 2-суретте ұсынамыз. 
Үлгіні талдай отырып, біз модель параметрлерінің шектеулі мәндеріне сәйкес 
келетін баяулау параметрінің әрекетін байқаймыз. Қызыл ығысу азайған 
сайын баяулау параметрі азайып, барған сайын теріс мәндерге жететінін 
ескеріңіз. Баяулау параметрінің бұл теріс мәні ғаламның жеделдетілген 
кеңеюін көрсетеді, бұл бақылау деректеріне толық сәйкес келеді. Бұдан әрі 
q мәндері  ретінде анықталады,  және 

 CC, SN деректер жиынтығы үшін және біріктірілген 
деректер, сәйкесінше.

Сурет 2 Q баяулау параметрінің z қызыл ығысуына тәуелділік графигі.
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Әрі қарай, осы модельдегі EOS ω параметрінің әрекетін қарастырамыз. 
EoS параметрі-ғаламның энергия тығыздығының қасиеттерін 
сипаттайтын маңызды параметрлердің бірі. Ол зат қысымының оның 
энергия тығыздығына қатынасы ретінде анықталады ( ). (12) және 
(13) теңдеулерден біз EoS параметрін келесідей аламыз

                                           (27)
(25) теңдеуден

                                  (28)
Талқылау. Сонымен әлемнің әртүрлі компоненттері үшін, мысалы, 

зат, сәулелену және DE, EoS параметрі ғаламның эволюциясына әсер 
ететін әртүрлі мәндерді алады. Барион және күңгірт материя сияқты 
релятивистік емес материя үшін EoS параметрі шамамен -ге 
тең, бұл қысымның энергия тығыздығымен салыстырғанда шамалы 
екенін көрсетеді. Фотондар мен нейтрино сияқты релятивистік 
бөлшектердің EOS параметрі -ке тең, бұл олардың қысымы 
жоғары жылдамдығына байланысты энергия тығыздығының үштен 
бірін құрайтындығын көрсетеді. DE, ғаламның жеделдетілген кеңеюін 
басқаратын жұмбақ компонент тұрақты немесе уақыт бойынша 
өзгеретін EOS параметрімен сипатталады. Космологиялық тұрақты, 
көбінесе DE-мен анықталады,  мәніне ие және гравитацияға 
қарсы теріс қысым жасайды, нәтижесінде байқалатын үдеу пайда 
болады. Квинтессенция-бұл EOS параметрі уақыт бойынша өзгеретін, 
әдетте потенциалдық энергия өрісіне тәуелді DE формасы. Ол 

 мәніне ие және космологиялық Тұрақтыдан өзгеше 
әрекет етеді, нәтижесінде қызықты космологиялық динамика пайда 
болады. Фантомдық энергия-бұл DE-нің тағы бір түрі , бұл 
одан да жылдам кеңеюге әкеледі, бұл «үлкен алшақтық» сценарийіне 
әкелуі мүмкін, онда DE тығыздығының жоғарылауына байланысты 
ғалам бөлшектенеді. SN Ia, CMBR және BAOs өлшемдерін қоса 
алғанда, бақылау деректері DE үшін EoS параметрінің мәнін шектейді. 
Ағымдағы шектеулер ω - 1-ге өте жақын екенін көрсетеді, бұл DE 
өзін космологиялық тұрақты сияқты ұстайтынын көрсетеді. Алайда, 

-ден шамалы ауытқулар DE табиғатын толық түсіну үшін әлі 
де зерттелуде.
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Сурет 3 Материя энергия тығыздығының ρ қызыл ығысуына байланысты z графигі

Заттың – энергияның тығыздығы мен EOS параметрінің z-тің қызыл 
ығысуынан суреттегі графиктерін ұсынамыз. Модель параметрлерінің 
шектеулі мәндеріне сәйкес келетін 3 суретте ғарыштық материя–
энергияның тығыздығы күткендей әрекет ететінін көреміз, бұл оң 
тенденцияны көрсетеді және алыс болашақта ғалам кеңейген сайын 
азаяды. Бұл мінез-құлық Ғаламның эволюциясы туралы стандартты 
түсініктерге сәйкес келеді. Модель параметрлерінің барлық 
қарастырылған мәндерінде модель материяның үстемдік ету дәуірінен 
басталады (ерте заманда), квинтессенция фазасынан өтеді (қазіргі 
уақытта) және сайып келгенде ΛCDM моделіне жақындайды (кейінгі 
уақытта). Сонымен қатар, 4 суретте EoS параметрінің ағымдағы мәндері 
квинтессенцияға ұқсас мінез-құлықты көрсететінін байқаймыз.

Сурет 4 EOS ω параметрінің z қызыл ығысуына тәуелділік графигі.
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Қорытынды
 гравитация теориясындағы талдауымыз кеш ғарыштық 

кеңеюдегі квинтессенциалды мұздату сценарийін жан-жақты түсінуді 
ұсынады. Біз белгілі бір сызықтық емес модельге , назар 
аудардық, , мұндағы α - еркін параметр. Бұл модельдің 
шешімі  ретінде берілген масштаб коэффициентінің 
сәйкес параметрленуін қолдану арқылы алынады, мұндағы -ерікті 
тұрақты. Сонымен қатар, біз CC деректер жиынтығының, жақында 
жарияланған Pantheon+ (SN) деректер жиынтығының, сондай-
ақ CC+SN+BAO біріктірілген деректер жиынтығының тіркесімін 
қолдана отырып, модель параметрлерін сәтті шектедік, бұл бақылау 
деректерімен жақсы келісілген нәтижелерге қол жеткіздік.

Сонымен қатар, Хаббл параметрінің әрекетін, баяулау параметрін, 
заттың энергия тығыздығын және модель параметрлерінің шектеулі 
мәндері үшін EoS параметрін зерттедік. 2-суретте Хаббл параметрі 
ғаламның эволюциясы кезінде төмендейтіні көрсетілген, бұл 
бақылау нәтижелеріне сәйкес келеді. Атап айтқанда, біз H параметрі 
z жоғарылаған сайын өсетінін байқадық. Сонымен қатар, біз Хаббл 
параметрінің ағымдағы мәндері Planck ( ) бірлесе 
отырып алынған деректерге сәйкес келетінін анықтадық. Эволюцияның 
алғашқы кезеңдерінде ғаламда материя басым болды, бұл баяулау 
кезеңіне әкелді. Алайда, ғалам кеңейген сайын, баяулау фазасы үдеу 
фазасымен ауыстырылды, бұл негізінен DE-нің басым болуына 
байланысты. Біз баяулау параметрін зерттедік және оның өзгеруін 
4-суреттегі қызыл ығысуға байланысты суреттедік. Бұл графиктен 
баяулау параметрінің белгісі шамамен 0,3-1 өтпелі қызыл ығысу 
кезінде өзгергенін көруге болады, бұл ғаламның баяулау фазасынан 
үдеу фазасына өтуін көрсетеді. Бұл ауысу біздің модельдің физикалық 
сенімділігінің сенімді дәлелі ретінде қызмет етеді. EoS параметрі 
және зат-энергия тығыздығы ғарыштық уақыт ішінде күтілетін 
тенденцияларға сәйкес келеді, әр түрлі фазалардан өтіп, кейінгі уақыт 
кезеңдерінде ΛCDM моделіне жақындайды (5 және 6 суретті қараңыз). 
EoS параметрінің ағымдағы мәндері квинтессенцияға ұқсас мінез-
құлықты көрсетеді. Маңыздысы, модель ΛCDM шегіне сәйкестігін 
көрсетеді және ω-ω’ жазықтығында мұздату әрекетін көрсетеді (7 
суретті қараңыз). Мұздату аймағында ғалам еру аймағына қарағанда 
тезірек кеңейеді. Сонымен қатар, дыбыс жылдамдығы ғарыштық 
эволюция кезінде тұрақты шектерде қалады, бұл модельдің тығыздық 
бұзылыстарына төзімділігін қамтамасыз етеді (8 суретті қараңыз).
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Қорытындылай келе, сызықтық емес  моделінің бөлігі 
ретінде физикалық тұрғыдан тиімді шешімдер жиынтығын шығардық. 
Әртүрлі космологиялық параметрлерді талдауымыз модификацияланған 
ауырлық күші  қазіргі ғаламның үдеу фазасын сипаттайтын 
сенімді тәсіл екенін растайтын модельіміздің тұрақтылығын көрсетеді.
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