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дент мүшесі, "Мал шаруашылығы және ветеринария ғылыми-өндірістік орталығы" ЖШС мал шаруашылығы 
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атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н = 10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика), Н = 28
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Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина), Н = 5
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РАМАНКУЛОВ Ерлан Мирхайдарвич, (заместитель главного редактора), профессор, член-корреспондент НАН 

РК, Ph.D в области биохимии и молекулярной генетики, Генеральный директор Национального центра биотехнологии 
(Нур-Султан, Казахстан), H = 23

САНГ-СУ Квак, доктор философии (Ph.D, биохимия, агрохимия), профессор, главный научный сотрудник, Научно-
исследовательский центр инженерных систем растений, Корейский научно-исследовательский институт бионауки и 
биотехнологии (KRIBB), (Дэчон, Корея), H = 34

БЕРСИМБАЕВ Рахметкажи  Искендирович, доктор биологических наук, профессор, академик НАН РК, 
Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, Казахстан),  Н = 12

  АБИЕВ Руфат,  доктор технических наук (биохимия), профессор, заведующий кафедрой «Оптимизация 
химической и биотехнологической аппаратуры», Санкт-Петербургский государственный технологический институт 
(Санкт-Петербург, Россия), H = 14 

ЛОКШИН  Вячеслав Нотанович, доктор медицинских наук, профессор, академик НАН РК, директор 
Международного клинического центра репродуктологии «PERSONA» (Алматы, Казахстан),  H = 8

СЕМЕНОВ Владимир Григорьевич,  доктор биологических наук, профессор, заслуженный деятель науки 
Чувашской Республики, заведующий кафедрой морфологии, акушерства и терапии,  Федеральное государственное 
бюджетное образовательное учреждение высшего образования «Чувашский государственный аграрный университет» 
(Чебоксары, Чувашская Республика, Россия),  H = 23

 ФАРУК Асана Дар, профессор Колледжа восточной медицины Хамдарда аль-Маджида, факультет восточной 
медицины Университета Хамдарда (Карачи, Пакистан), H = 21  

ЩЕПЕТКИН Игорь Александрович,  доктор медицинских наук, профессор Университета штата Монтана 
(США),  H = 27

КАЛАНДРА  Пьетро,  доктор философии (Ph.D, физика), профессор Института по изучению нанострукту
рированных материалов (Рим, Италия), H = 26
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Abstract. When studying harmonic waves, the concept of phase velocity is 
introduced as the rate of change in the state of the medium, while the phase velocity is 
expressed through the frequencies of natural oscillations and therefore the study of the 
propagation of harmonic waves is directly related to the problems of determining the 
natural forms and frequencies of oscillations of plane elements limited in plan. The work 
examines a number of problems of vibration of flat rectangular elements under arbitrary 
boundary conditions at the edges of the element in order to determine the frequencies 
of natural vibrations and considers some problems on the propagation of harmonic 
waves for various material properties. The general solution refers to an equation of 
hyperbolic type, which describes the oscillatory and wave process in a flat element. 
Limiting ourselves to a finite number of first terms in the series of the general equation, 
we obtain approximate equations for the vibration of a particular plane element. Further, 
the work considers a number of problems of vibration of flat rectangular elements under 
arbitrary boundary conditions at the edges of the element in order to determine the 
natural frequencies of vibrations using the Bland and Filippov method. We presented 
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the flat method when the element is elastic. In the future, this method will be used for 
elements made of elastic material.

Keywords: vibrations of flat elements, displacement point, frequency stress, 
hyperbolic type equations, phase velocity, frequency equation. harmonic waves.
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Аннотация. Гармоникалық толқындарды зерттеу кезінде фазалық жылдамдық 
ұғымы орта күйінің өзгеру жылдамдығы ретінде енгізіледі, ал фазалық жылдамдық 
ортаның тербеліс жиіліктері арқылы көрсетіледі, сондықтан гармоникалық 
толқындардың таралуын зерттеуге тікелей байланысты болады. Мақалада алдын 
ала шектелген жазық элементтердің тербелістерінің формалары мен жиіліктерін 
анықтау мәселелері қарастырылды. Орта тербелістердің жиіліктерін анықтау 
үшін элементтің шеттеріндегі ерікті шекаралық жағдайларда жазық тікбұрышты 
элементтердің тербелістерінің бірқатар мәселелері қарастырылған және әртүрлі 
материалдық қасиеттер үшін гармоникалық толқындардың таралуының 
кейбір мәселелері де зерттелді. Үш өлшемді есептің жалпы шешімдерінде 
жазық элементтің қарастырылатын жеке түрлеріне байланысты негізгі 
белгісіз функциялар таңдалады: жазық элементтің қозғалмайтын жазықтық 
нүктелеріндегі, атап айтқанда, ортаңғы жазықтықтағы орын ауыстырулар немесе 
деформациялар тұрақты қалыңдықтағы пластина. Жазық элементтің ерікті 
нүктесіндегі орын ауыстырулар мен кернеулер жазық элементтің беттеріндегі 
шекаралық шарттардан анықталатын негізгі белгісіз функциялар арқылы 
өрнектеледі. Жалпы шешім жазық элементтің тербелмелі және толқындық 
процесті сипаттайтын гиперболалық типті теңдеуге жатады. Жалпы теңдеу 
қатарындағы бірінші мүшелердің саны шектеліп, белгілі бір жазық элементтің 
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тербелісі үшін жуықталған теңдеулерді аламыз. Одан әрі зерттеу жұмысымызда 
Бланд және Филиппов әдісі бойынша тербелістердің торта жиіліктерін анықтау 
мақсатында элементтің шеттеріндегі еркін шекаралық жағдайларда жазық 
тікбұрышты элементтердің тербелістерінің бірқатар мәселелері қарастырылады. 
Бұл жуық әдіс жазық элементтердің табиғи тербелістерінің жиіліктерін табуға 
мүмкіндік береді. Жазық элементтің тұтқыр серпімді жағдайындағы есептер де 
осылай шығарылады. Біз элементтің материалы серпімді болған кездегі жазық 
элемент жағдайына арналған әдісті тұжырымдадық. Болашақта бұл әдіс тұтқыр 
серпімді материалдан жасалған элементтер үшін қолданылады.

Түйін сөздер: жазық элементтер тербелісі, орын ауыстыру нүктесі, жиілік 
кернеу, гиперболалық типті теңдеулер, фазалық жылдамдық, жиілік теңдеуі. 
гармоникалық толқындар.
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Аннотация. При исследовании гармонических волн вводится понятие фазовой 
скорости как скорости изменения состояния среды, при этом фазовая скорость 
выражается через частоты собственных колебаний и поэтому исследование 
распространения гармонических волн имеет прямое отношение к проблемам 
определения  частот  и  форм собственных колебаний плоских элементов. 
В работе рассматривается ряд задач колебания плоских прямоугольных 
элементов при произвольных граничных условиях по краям элемента с целью 
определения частот собственных колебаний и рассматриваются некоторые задачи 
о распространении гармонических волн при различных свойствах материала. 
В зависимости от рассматриваемых частных видов плоского элемента в общих 
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решениях трехмерной задачи выбираются основные неизвестные функции: 
перемещения или деформации в точках фиксированной плоскости плоского 
элемента, в частности, в срединной плоскости пластинки постоянной толщины. 
Перемещения и напряжения в произвольной точке плоского элемента выражаются 
через основные неизвестные функции, которые определяются из граничных 
условий на поверхностях плоского элемента. Общее решение относится к 
уравнению гиперболического типа, которое и описывает колебательный и 
волновой процесс в плоском элементе. Ограничиваясь в рядах общего уравнения 
конечным числом первых слагаемых, получаем приближенные уравнения 
колебания того или иного плоского элемента. Далее в работе рассматривается ряд 
задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных граничных 
условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний 
методом Бленда и Филиппова. Этот метод приближённый позволяет находить 
частоты собственных колебаний плоских элементов. Изложили постановку метода 
на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В дальнейшем 
метод будет применяться и для элементов из вязкоупругого материала. 

Ключевые слова: колебания плоских элементов, точка перемещения, 
напряжения частоты, уравнения гиперболического типа, фазовая скорость, 
частотное уравнение, гармонические волны. 

Введение
Плоские пластинки прямоугольной формы являются одними из основных 

элементов конструкций и сооружений.
При решении прикладных задач колебания прямоугольных плоских элементов 

возникает широкий класс задач колебаний, связанных с различными краевыми 
задачами: приближёнными уравнениями колебания, различными граничными 
условиями на краях плоского элемента и начальными условиями. В теории 
колебания важным моментом является определение частот собственных 
колебаний, решение задач о вынужденных колебаниях плоского элемента и 
исследование распространения гармонических волн в них (Филиппов, 1983).

Большинство задач по определению частот собственных колебаний 
плоских элементов, шарнирно опёртых по краям и на основе приближённых 
теорий, полученных на основе гипотез и предположений механического и 
геометрического характера, в частности, на основе приближённых уравнений 
типа уравнения Кирхгофа параболического типа, плохо описывающих волновой 
и колебательный характер поведения плоского элемента при нестационарных 
внешних воздействиях.

При исследовании гармонических волн в деформируемых телах вводится 
понятие фазовой скорости как скорости изменения состояния среды, при этом 
фазовая скорость выражается через частоты собственных колебаний и поэтому 
исследование распространения гармонических волн имеет прямое отношение к 
проблемам определения собственных форм и частот колебание ограниченных в 
плане плоских элементов.
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В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных 
и вынужденных колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала 
элемента, реологических вязких свойств, влияния окружающей среды, 
деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о 
собственных и вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении 
в них гармонических волн.

Материалы и основные методы
В общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя 

поверхности которого ограничены функциями  

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В 
дальнейшем метод будем применять и для элементов из вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение поперечного 
колебания четвёртого порядка запишем в виде
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где коэффициенты 210 ,, DDD определяются геометрией и свойствами материала плоского 
элемента. (Филиппов,1995), (Seitmuratov.2018)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )yxW
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Подставляя (3) в уравнения (2), для 0W получаем уравнение
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Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и зависимые 
переменные 
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В переменных (5) уравнение (4) принимает вид

  
соответственно. В плоскости  

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В 
дальнейшем метод будем применять и для элементов из вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение поперечного 
колебания четвёртого порядка запишем в виде
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где коэффициенты 210 ,, DDD определяются геометрией и свойствами материала плоского 
элемента. (Филиппов,1995), (Seitmuratov.2018)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )yxW
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biW ,exp 0
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



=                                                                                  (3) 

Подставляя (3) в уравнения (2), для 0W получаем уравнение
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Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и зависимые 
переменные 
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В переменных (5) уравнение (4) принимает вид

плоский элемент неограничен. К верхней и 
нижней поверхностям в момент 

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В 
дальнейшем метод будем применять и для элементов из вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение поперечного 
колебания четвёртого порядка запишем в виде
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где коэффициенты 210 ,, DDD определяются геометрией и свойствами материала плоского 
элемента. (Филиппов,1995), (Seitmuratov.2018)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )yxW
h
biW ,exp 0





=                                                                                  (3) 

Подставляя (3) в уравнения (2), для 0W получаем уравнение
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Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и зависимые 
переменные 
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В переменных (5) уравнение (4) принимает вид

 прикладываются нестационарные внешние 
усилия

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В 
дальнейшем метод будем применять и для элементов из вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение поперечного 
колебания четвёртого порядка запишем в виде
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где коэффициенты 210 ,, DDD определяются геометрией и свойствами материала плоского 
элемента. (Филиппов,1995), (Seitmuratov.2018)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )yxW
h
biW ,exp 0





=                                                                                  (3) 

Подставляя (3) в уравнения (2), для 0W получаем уравнение
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Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и зависимые 
переменные 
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В переменных (5) уравнение (4) принимает вид

		  (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента 
строится на основе рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке 
механики твердого деформированного тела, при тех же граничных и начальных 
условиях. Трехмерная задача решается с использованием методов интегральных 
преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие решения 
трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при 
произвольных граничных условиях по краям элемента с целью определения 
частот собственных колебаний методом декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал 
элемента упругий. В дальнейшем метод будем применять и для элементов из 
вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение 
поперечного колебания четвёртого порядка запишем в виде

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
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В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.

Изложим постановку метода на случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В 
дальнейшем метод будем применять и для элементов из вязкоупругого материала.

В случае плоского элемента из упругого материала приближённое уравнение поперечного 
колебания четвёртого порядка запишем в виде
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где коэффициенты 210 ,, DDD определяются геометрией и свойствами материала плоского 
элемента. (Филиппов,1995), (Seitmuratov.2018)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )yxW
h
biW ,exp 0
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



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Подставляя (3) в уравнения (2), для 0W получаем уравнение
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Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и зависимые 
переменные 
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В переменных (5) уравнение (4) принимает вид

			  (4) 

Для применения метода декомпозиции удобнее ввести новые независимые и 
зависимые переменные 

В настоящей работе приводятся результаты по исследованию собственных и вынужденных 
колебаний плоских элементов с учётом слоистости материала элемента, реологических вязких 
свойств, влияния окружающей среды, деформируемого основания, анизотропии и т.д.

Влияние указанных факторов значительно затрудняет исследование задач о собственных и 
вынужденных колебаниях плоского элемента, о распространении в них гармонических волн.

МАТЕРИАЛЫ И ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ.

В  общей постановке считается, что плоский элемент слоистый, верхняя и нижняя поверхности 
которого ограничены функциями ( )yxFz ,1= и ( )yxFz ,2−= соответственно. В плоскости ( )yx,
плоский элемент неограничен. К верхней и нижней поверхностям в момент 0=t прикладываются 
нестационарные внешние усилия

( ) ( )( )( ).,,,,;,, 21 yxjFFztyxftyxf jzjzzzz ==== ±±±±
                                   (1)

Теория колебания и методика расчета колебаний плоского элемента строится на основе 
рассмотрения плоского элемента в трехмерной постановке механики твердого деформированного 
тела, при тех же граничных и начальных условиях. Трехмерная задача решается с использованием 
методов интегральных преобразований Фурье и Лапласа. В преобразованиях строятся общие 
решения трехмерной динамической задачи. (Филиппов,1989)

Рассмотрим ряд задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных 
граничных условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом 
декомпозиции.
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где ( )( ) ,jf произвольные функции, вид которых  зависит от решаемых краевых задач.
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где jj  , произвольные функции аргументов и определяются из граничных условий (4.6.7) и 

(4.6.9).
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Решение задачи для определения  2v имеет вид (20).

Для нахождения неизвестной функции 1v из граничных условий
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Решение задачи для определения  2v имеет вид (20).
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Края пластинки  == ;0 жёстко закреплены, а края  == ;0 свободны от напряжений, 
т.е. имеем граничные условия

( )

( )










;00

;2
47
23

;0,0;0

2

2

22
12

2
2

0

3
1

3

102
1

2

==
∂
∂

=









+

∂
∂









−
−

=

==
∂
∂

=+
∂
∂

vv

v
vQ

vvQv

                         (23)

Решение задачи для определения  2v имеет вид (20).

Для нахождения неизвестной функции 1v из граничных условий
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Решение задачи для определения  2v имеет вид (20).
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Решение задачи для определения  2v имеет вид (20).

Для нахождения неизвестной функции 1v из граничных условий
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Решение задачи для определения V2 имеет вид (20).
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которые выполнимы при qn 2= , т.е. нечётные значения неизвестных )1(
,mna необходимо 

положить равными нулю. 
Условия (23) при  ;0= приводят к системе
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Два уравнения (25) связывают три неизвестные функции. Так как ищем частные решения задач, 
то не ограничивая общности, неизвестную функцию 3 можно положить равной  .03 =

Из системы (25) получаем уравнение для :4
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где 11,CB равны
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где 11,CB равны

 свободен от 
напряжений.
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где 11,CB равны равны
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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                                                                                                                    (34)
при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
Решение задачи, как и ранее, ищем в виде

( ) ( )yxWt
h
bityxW ,exp,, 0






=                                                                       (35)

и для определения величины 0W получаем уравнение
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где коэффициенты 210 ,, DDD равны
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид

		  (33) 

Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, 
что связано, по-видимому, с тем, что край   α = π свободен то напряжений и 
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происходит отражение волн от края α = 0, жёстко закреплённого (Uberal,1973; 
Гринченко,1981).

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки 
из упругого материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. 
Ограничимся частной краевой задачей, когда все четыре края пластинки жёстко 
закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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                                                                                                                    (34)
при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
Решение задачи, как и ранее, ищем в виде

( ) ( )yxWt
h
bityxW ,exp,, 0






=                                                                       (35)

и для определения величины 0W получаем уравнение
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где коэффициенты 210 ,, DDD равны
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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 при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем 
упругими постоянными.

Решение задачи, как и ранее, ищем в виде
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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                                                                                                                    (34)
при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
Решение задачи, как и ранее, ищем в виде

( ) ( )yxWt
h
bityxW ,exp,, 0






=                                                                       (35)

и для определения величины 0W получаем уравнение
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где коэффициенты 210 ,, DDD равны
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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и для определения величины W0 получаем уравнение
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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                                                                                                                    (34)
при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
Решение задачи, как и ранее, ищем в виде

( ) ( )yxWt
h
bityxW ,exp,, 0






=                                                                       (35)

и для определения величины 0W получаем уравнение
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где коэффициенты 210 ,, DDD равны
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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где коэффициенты 
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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                                                                                                                    (34)
при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
Решение задачи, как и ранее, ищем в виде

( ) ( )yxWt
h
bityxW ,exp,, 0






=                                                                       (35)

и для определения величины 0W получаем уравнение
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
задачей, когда все четыре края пластинки жёстко закреплены. Задача сводится к решению уравнения 
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при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
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и для определения величины 0W получаем уравнение
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого
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при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид

V - коэффициент Пуассона, определяемый по формуле 

1

1

23

1

12
22

1

2

22
1

3

1

4
1

8482
1

;
47
23

247
23

2
1

47
23

47
23

47
23

64

−

−







 −







+−−=

















−
−

−







−
−

+×

×















−
−

+







−
−

−







−
−

−=











BC

v
v

v
v

v
v

v
v

v
vB

                                    (33) 

Частотное уравнение (32) определяет три частоты в отличие от предыдущих, что связано, по-
видимому, с тем, что край  =a свободен то напряжений и происходит отражение волн от края 

0=a , жёстко закреплённого.( Uberal,1973), (Гринченко,181)
Рассмотрим задачу о собственных колебаниях прямоугольной пластинки из упругого

материала на основе приближённого уравнения шестого порядка. Ограничимся частной краевой 
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при правой части, равной нулю, при этом, вязкоупругие операторы заменяем упругими 

постоянными.
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Граничные условия задачи при жёстком закреплении имеют вид
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где коэффициенты 210 ,, QQQ равны
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):
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Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 
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Следуя методу декомпозиции, сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959), (Комиссарова,1990).
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где коэффициенты 210 ,, QQQ равны
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):
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Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):
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Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной V3, 
удовлетворяющей условиям (11):
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где коэффициенты 210 ,, QQQ равны
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):

( ) ( ) ( ) ( ) ;0,,

23

21
3

6
122

3
2

2
2
3

2
4
11

4
3

4
2

22
3

4
2

4
3

4
2
1042

3
6

2
24

3
6

2

=+++







∂
∂

+
∂
∂

+

+



∂
∂

+



∂∂

∂
+

∂
∂

+







∂∂

∂
+

∂∂
∂


















afafvQ
v

a
v

Q

v
a

v
a
v

Q
a

v
a

v

                     (43)

( )( ) ( ) ( ) ( ).sinsin, ,
11

 mnaaaf j
mb

mn

j ∑∑
∞

=

∞

=

=

Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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где коэффициенты 210 ,, QQQ равны
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):
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Общие решения уравнений вспомогательных задач (41) и (42) имеют вид 
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где коэффициенты 210 ,, QQQ равны
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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определить 2V , удовлетворяющую условиям 
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Оставшуюся часть уравнения (39) запишем относительно неизвестной 3V , удовлетворяющей 

условиям (11):
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Следуя методу декомпозиции сформулируем вспомогательные задачи 
(Oliver.1959),(Комиссарова,1990).
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Исходя из граничных условий для определения ( ) ( )ajj  , и выражений (45) , находим 
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Если в рядах (45) ограничиться только первыми слагаемыми, (Owen,1964) то из условия  21 VV =
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Если в рядах (45) ограничиться только первыми слагаемыми, (Owen,1964) то из условия  21 VV =
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(49)
относительно частоты  шестого порядка, приближённо описывающее три  первые частоты 

собственных колебаний. 
Другие краевые задачи решаются аналогично.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Если все четыре края произвольно закреплены, то получить точные частотные уравнения не 

представляются возможным.
Для таких задач можно успешно применять приближённый метод получения частотных 

уравнений на основе метода декомпозиции, развитого в работах профессора Г.И. Пшеничного [12] 
для задач статики.

Решенная задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных граничных 
условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом Бленда и 
Филиппова позволяет находить частоты собственных колебаний плоских элементов. Задачи для 
вязкоупругого материала плоского элемента решаются аналогично. Изложили постановку метода на 
случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В дальнейшем метод будем 
применяться  и для элементов из вязкоупругого материала. 

Таким образам, приближённый метод декомпозиции позволяет находить частоты собственных 
колебаний плоских элементов. Общее решение относится к уравнению гиперболического типа, 
которое и описывает колебательный  и волновой процесс в плоском элементе. Ограничиваясь в рядах 
общего уравнения конечным числом первых слагаемых, получаем приближенные уравнения 
колебания того или иного плоского элемента. Задачи для вязкоупругого материала плоского элемента 
решаются аналогично.
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относительно частоты  шестого порядка, приближённо описывающее три  первые частоты 

собственных колебаний. 
Другие краевые задачи решаются аналогично.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Если все четыре края произвольно закреплены, то получить точные частотные уравнения не 

представляются возможным.
Для таких задач можно успешно применять приближённый метод получения частотных 

уравнений на основе метода декомпозиции, развитого в работах профессора Г.И. Пшеничного [12] 
для задач статики.

Решенная задач колебания плоских прямоугольных элементов при произвольных граничных 
условиях по краям элемента с целью определения частот собственных колебаний методом Бленда и 
Филиппова позволяет находить частоты собственных колебаний плоских элементов. Задачи для 
вязкоупругого материала плоского элемента решаются аналогично. Изложили постановку метода на 
случай плоского элемента, когда материал элемента упругий. В дальнейшем метод будем 
применяться  и для элементов из вязкоупругого материала. 

Таким образам, приближённый метод декомпозиции позволяет находить частоты собственных 
колебаний плоских элементов. Общее решение относится к уравнению гиперболического типа, 
которое и описывает колебательный  и волновой процесс в плоском элементе. Ограничиваясь в рядах 
общего уравнения конечным числом первых слагаемых, получаем приближенные уравнения 
колебания того или иного плоского элемента. Задачи для вязкоупругого материала плоского элемента 
решаются аналогично.
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первые частоты собственных колебаний. 

Другие краевые задачи решаются аналогично.
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частотных уравнений на основе метода декомпозиции, развитого в работах 
профессора Г.И. Пшеничного для задач статики.
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произвольных граничных условиях по краям элемента с целью определения частот 
собственных колебаний методом Бленда и Филиппова позволяет находить частоты 
собственных колебаний плоских элементов. Задачи для вязкоупругого материала 
плоского элемента решаются аналогично. Изложили постановку метода на случай 
плоского элемента, когда материал элемента упругий. В дальнейшем метод будем 
применяться и для элементов из вязкоупругого материала. 

Таким образам, приближённый метод декомпозиции позволяет находить 
частоты собственных колебаний плоских элементов. Общее решение относится 
к уравнению гиперболического типа, которое и описывает колебательный и 
волновой процесс в плоском элементе. Ограничиваясь в рядах общего уравнения 
конечным числом первых слагаемых, получаем приближенные уравнения 
колебания того или иного плоского элемента. Задачи для вязкоупругого материала 
плоского элемента решаются аналогично.
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