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Abstract. This paper presents the results of studying the geometric properties of the 
equilibrium manifold of a strongly interacting thermodynamic system of a new type, 
which was discovered in the course of research in the field of holographic dualities. The 
method of holographic dualities describes various quantum field theories and quantum 
many-particle systems with strong coupling between particles. In this description, there 
is a relationship between the four-dimensional quantum theory in the strong coupling 
regime in Minkowski space and the theory of ten-dimensional gravity in anti-De Sitter 
space. At low energies, the system we studied has a zero-sound mode in its spectrum, 
despite the behavior of its heat capacity that is uncharacteristic for a Fermi liquid. 
The work was carried out within the framework of geometrothermodynamics, which 
allows obtaining results that are invariant with respect to Legendre transformations, 
i.e. independent of the choice of thermodynamic potentials. As a thermodynamic 
potential, we used a chemical potential dependent on temperature and density. For 



79

Reports  of the Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan

the system under consideration, the corresponding metric and scalar curvature were 
calculated in a wide range of thermodynamic parameters, the stability region of this 
system was determined, and its thermodynamic and metric properties were described. 
Three-dimensional graphs were obtained for the chemical potential, for the derivative 
of the chemical potential with respect to density, and for the scalar curvature. The 
region of thermodynamic stability of the system was determined from the graph for 
the derivative of the chemical potential with respect to density. The graph for the scalar 
curvature clearly shows at what values   of thermodynamic variables it tends to infinity 
or is close to zero, which indicates possible phase transitions and possible compensation 
of interactions by quantum effects, respectively.

Keywords: geometrothermodynamics, Legendre transformations, metric tensor, 
scalar curvature, holographic dualities, zero sound.
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Аннотация. Ұсынылған жұмыста голографиялық дуализм саласындағы 
зерттеулер барысында ашылған жаңа типті күшті әсерлесетін термодинамикалық 
жүйенің тепе-теңдік алуан түрлілігінің геометриялық қасиеттерін зерттеу 
нәтижелері берілген. Голографиялық дуалиттер әдісі әр түрлі кванттық өріс 
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теорияларын және бөлшектер арасындағы күшті байланысы бар кванттық көп 
бөлшекті жүйелерді сипаттайды. Бұл сипаттамада Минковски кеңістігіндегі 
күшті байланыс режиміндегі төрт өлшемді кванттық теория мен анти-Де Ситтер 
кеңістігіндегі он өлшемді ауырлық теориясы арасында байланыс бар. Төмен 
энергияларда біз зерттеген жүйенің жылу сыйымдылығы Ферми сұйықтығына 
тән емес екеніне қарамастан, оның спектрінде нөлдік дыбыс режимі бар. 
Жұмыс геометротермодинамика шеңберінде жүргізілді, бұл Леджендре 
түрлендірулері бойынша инвариантты нәтижелерді алуға мүмкіндік береді, 
яғни термодинамикалық потенциалдарды таңдауға тәуелсіз. Термодинамикалық 
потенциал ретінде біз температура мен тығыздыққа тәуелді химиялық потенциалды 
қолдандық. Қарастырылып отырған жүйе үшін термодинамикалық параметрлердің 
кең диапазонында сәйкес метрикалық және скалярлық қисықтық есептеледі, 
бұл жүйенің тұрақтылық аймағы анықталады, оның термодинамикалық және 
метрикалық қасиеттері сипатталады. Химиялық потенциал үшін, тығыздыққа 
қатысты химиялық потенциалдың туындысы үшін және скалярлық қисықтық үшін 
үш өлшемді графиктер алынды. Тығыздыққа қатысты химиялық потенциалдың 
туындысына арналған графиктен жүйенің термодинамикалық тұрақтылық аймағы 
анықталды. Скалярлық қисықтық графигі термодинамикалық айнымалылардың 
қандай мәндерінде оның шексіздікке ұмтылатынын немесе нөлге жақын екенін 
анық көрсетеді, бұл сәйкесінше мүмкін болатын фазалық ауысуларды және өзара 
әрекеттесулердің кванттық әсерлер арқылы мүмкін өтелуін көрсетеді.

Түйін сөздер: геометротермодинамика, Лежендр түрлендірулері, метрикалық 
тензор, скалярлық қисықтық, голографиялық дуализм, нөлдік дыбыс.
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Аннотация. В данной работе представлены результаты исследования 
геометрических свойств равновесного многообразия сильновзаимодействующей 
термодинамической системы нового типа, обнаруженной в рамках исследований 
голографических дуальностей. Метод голографических дуальностей позволяет 
описывать различные квантовые теории поля и квантовые многочастичные 
системы с сильным взаимодействием между частицами. В этом подходе 
существует взаимосвязь между четырёхмерной квантовой теорией в режиме 
сильного взаимодействия в пространстве Минковского и теорией десятимерной 
гравитации в пространстве анти-де Ситтера.

Исследуемая система при низких энергиях демонстрирует наличие моды 
нулевого звука, несмотря на её нетипичное для ферми-жидкости поведение 
теплоёмкости. Работа выполнена в рамках геометротермодинамики, что позволяет 
получать результаты, инвариантные относительно преобразований Лежандра, 
то есть независимые от выбора термодинамических потенциалов. В качестве 
термодинамического потенциала использован химический потенциал, зависящий 
от температуры и плотности.

Для рассматриваемой системы рассчитаны соответствующие метрика и скалярная 
кривизна в широкой области термодинамических параметров, определена область 
её стабильности, а также описаны термодинамические и метрические свойства. 
Получены трёхмерные графики химического потенциала, его производной по 
плотности и скалярной кривизны. Анализ графика производной химического 
потенциала по плотности позволил определить область термодинамической 
стабильности системы. График скалярной кривизны демонстрирует, при каких 
значениях термодинамических переменных она стремится к бесконечности 
или остаётся близкой к нулю, что указывает на возможные фазовые переходы и 
компенсацию взаимодействий квантовыми эффектами соответственно.

Ключевые слова: геометротермодинамика, преобразования Лежандра, 
метрический тензор, скалярная кривизна, голографические дуальности, нулевой 
звук.
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Введение. Одним из применений метода голографических дуальностей 
(Maldacena, 1998) является описание квантовой теории поля и квантовых 
термодинамических систем в режиме сильной связи (Mateos, 2007). В первых 
работах было найдено соответствие между теорией 10 мерной  супергравитациии 
в пространстве, представляющем собой прямое произведение 5 мерного 
пространства Анти Де Ситтера  и 5 мерной сферы AdS5×S5 и 4 мерной 
суперсимметричной конформной квантовой теорией поля в режиме сильной связи 
в пространстве Минковского (граница AdS5). Все частицы этой 4 мерной теории 
находятся в присоединенном представлении компактной калибровочной группы. 
В работе (Karch, 2002) предложен метод включения в голографическую систему 
материи в фундаментальном представлении, необходимость которого связана с 
тем, что фермионная составляющая в квантовой хромодинамике (для описания 
которой в режиме сильной связи и был, в основном, разработан голографический 
метод) как раз находится в фундаментальном представлении калибровочной 
группы SU(3). В работах (Sakai, 2005; Aharony, 2007) голографический 
метод был обобщен для описания различных фазовых переходов в дуальных 
квантовых термодинамических сильновзаимодействующих системах и для 
любой пространственной размерности. В настоящее время голографические 
модели приводят к предсказаниям, многие из которых хорошо согласуются 
с экспериментальными данными. Более того с помощью голографического 
метода предсказываются новые типы квантовых систем. Например, в работе 
(Karch, 2009) обнаружена система, у которой при низких температурах имеется 
нулевая звуковая мода как у Ферми жидкости, но у этой системы совершенно 
иная температурная зависимость теплоемкости. В работе (Karch, 2007), при 
исследовании голографической теории с ненулевой барионной плотностью при 
нулевой температуре обнаружен фазовый переход второго рода, когда химический 
потенциал становится равным массе барионов. В связи с вышеприведенным, 
задача всестороннего изучения (различными термодинамическими методами) 
термодинамических свойств новых квантовых систем, предсказанных методом 
голографических дуальностей, становится актуальной.

В настоящей работе было проведено исследование термодинамических 
свойств голографической системы с нулевым звуком, описанной в работе (Karch, 
2009). В качестве метода исследования использовалась геометротермодинамика, 
а в качестве вычислительной системы Wolfram Mathematica 12.

Связь между термодинамикой и геометрией рассматривалась ранее в работах 
(Weinhold, 1976; Ruppeiner, 1979; Amari, 1990). Было показано, что сопоставление 
термодинамических величин с компонентами метрического тензора может быть 
проведено на основе различных принципов. В геометродинамике, предложенной 
Э. Кеведо в работах (Quevedo, 2007) таким принципом является требование 
инвариантности скалярной кривизны равновесного метрического многообразия 
относительно соответствующих термодинамических преобразований Лежандра. 
В этом случае имеется прямая аналогия со специальной теорией относительности 
и преобразованиями Лоренца. В геометротермодинамике взаимодействия между 
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частицами в термодинамических системах описывается с помощью кривизны 
равновесного многообразия. Например, как это было показано в (Quevedo, 
2007), идеальный газ, частицы которого не взаимодействуют друг с другом, 
соответствует многообразию с нулевой кривизной. В случае взаимодействующих 
систем с нетривиальной структурой фазовых переходов, геометротермодинамика 
воспроизводит поведение системы вблизи областей, где происходят фазовые 
переходы. Как было показано на примере газа Ван-дер-Ваальса (Quevedo 2007) 
в области фазового перехода скалярная кривизна становится бесконечной. 
В последующих работах различных авторов геометротермодинамика была 
опробована на многих других ранее изученных термодинамических системах.  Так 
в работах (Quevedo, 2008 1; Quevedo, 2008 2) с помощью геометротермодинамики 
была исследована термодинамика различных черных дыр. В работе (Zazulin, 2020 
1) рассматривалась геометротермодинамика двумерного Бозе газа и системы 
Березинского - Костерлица – Таулесса, а в работе (Zazulin, 2020 2) методы 
геометротермодинамики были применены для описания термодинамических 
свойств голографической системы с конечной барионной плотностью, описанной в 
работе (Karch, 2007). Во всех перечисленных работах области термодинамических 
и геометротермодинамических фазовых переходов совпали. Особенность 
поведения скалярной кривизны удобно использовать для поисков неизвестных 
фазовых переходов в малоизученных термодинамических системах. 

Модель и вычислительные методы. Для изучения голографической системы 
с нулевым звуком в рамках геометротермодинамики мы вычисляли метрические 
тензоры соответствующих равновесных многообразий, детерминанты метрических 
тензоров и скалярные кривизны. В качестве формулы для вычисления метрик и 
соответствующих метрических тензоров мы использовали (Quevedo, 2007):
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   (1) 

где l2 - квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический 
потенциал, который явно зависит от других термодинамических потенциалов 
- Еа (а = 1,….,n), n – количество термодинамических потенциалов (в нашем 
случае n = 2) и 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
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𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
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𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇
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𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 
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химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

     (2)   
Где 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
2 (

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐) + 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇
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𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

 – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
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количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  
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𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇

22

𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

=

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  
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𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
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уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
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 – символы Кристофеля. Далее, скалярная 
кривизна вычисляется по формуле:

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
2 (

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐) + 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇

22

𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

.
Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только 
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от двух термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны 
упрощается до:

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
2 (

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐) + 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇

22

𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

,     (3)

где 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
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𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐) + 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇

22

𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

 – детерминант двумерного метрического тензора. 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему 

с нулевым звуком в пределе низких температур (точнее случай 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
2 (

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
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𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇
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𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

, где 
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количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
2 (

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎 −

𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑎𝑎𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐) + 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑏𝑏

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑐𝑐 +
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐸𝐸𝑏𝑏 − 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑏𝑏𝑐𝑐

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с системой, зависящей только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    

 

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = [
180𝑇𝑇10
𝑎𝑎2

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−15𝑇𝑇11
𝑎𝑎3

−2𝑇𝑇12
𝑎𝑎4

], 
 
 

Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇
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𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

,
И скалярную кривизну: 

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  
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термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 

𝑅𝑅 = 2𝑅𝑅1212
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
относительных единицах. При р = 3, согласно (Karch, 2009) зависимость энтропии этой системы от 
температуры и плотности в относительных единицах имеет вид: 𝑆𝑆(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑇𝑇6

2𝑎𝑎. Используя формулы 
(1) и (3) получим метрический тензор:    
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−15𝑇𝑇11
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𝑎𝑎4
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Детерминант этого тензора: 
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𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 

𝑅𝑅 = −985𝑎𝑎2
1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) возникает только в 
пределе 𝑎𝑎𝑇𝑇6 → ∞. С другой стороны, из (4) следует, что при повышении температуры и при 
уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
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Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 

 

  (4)

Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и 
возможная термодинамическая особенность, связанная с фазовым переходом) 
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где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
количество термодинамических потенциалов (в нашем случае n = 2) и 𝛿𝛿а𝑏𝑏 = diag(1,1,…,1). 
Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  

Выражение для тензора кривизны имеет обычный вид:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
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𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎
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уменьшении барионной плотности эффективное взаимодействие между частицами 
системы ослабевает. 
 Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию Гаусса и 
гамма-функции Эйлера: 

𝜇𝜇(𝑇𝑇, 𝑑𝑑) = 𝑎𝑎1 6⁄ Г[13]Г[
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. С другой стороны, из (4) следует, что при 
повышении температуры и при уменьшении барионной плотности эффективное 
взаимодействие между частицами системы ослабевает.

Далее рассмотрим, согласно (Karch, 2009), точное выражение теперь уже для 
химического потенциала, определенное через гипергеометрическую функцию 
Гаусса и гамма-функции Эйлера:

где 𝑙𝑙2- квадрат термодинамической длины, Ф ≡ Ф(Еa) – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинамических потенциалов - Еа (а = 1,….,n), n – 
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Соотношение (1) инвариантно относительно преобразований Лежандра.  
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𝑛𝑛 − Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 Г𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛 ),        (2)    
      

 

 

Где 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 (𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛) – контравариантный (ковариантный) метрический тензор, Г𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛 =12 𝑔𝑔
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𝜕𝜕𝐸𝐸𝑚𝑚) – символы Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычисляется по 
формуле:𝑅𝑅 = 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑎𝑎𝑅𝑅𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎. 
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термодинамических потенциалов, то выражение для скалярной кривизны упрощается до: 
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𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) ,                                                                 (3)  

 
где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑔𝑔) – детерминант двумерного метрического тензора.  
 
 

Результаты и обсуждение. Рассмотрим сначала голографическую систему с нулевым 

звуком в пределе низких температур (точнее случай 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1, где T – температура, d  - барионная 

плотность, p – размерность пространства). Величины T и d в нашей работе приведены в 
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2𝑎𝑎. Используя формулы 
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𝑎𝑎4
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Детерминант этого тензора: 
det(𝑔𝑔) = −585𝑇𝑇

22

𝑎𝑎6 , 
И скалярную кривизну: 
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1352𝑇𝑇12 .                                                         (4)  

 Из формулы (4) следует, что особенность скалярной кривизны (а значит и возможная 
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2
3]

√𝜋𝜋 − 𝜋𝜋𝑇𝑇2𝐹𝐹1 [
1
6 ,

1
2 ,

7
6 , −

𝜋𝜋6𝑇𝑇6
𝑎𝑎2 ]                                              (5)  

Первое слагаемое справа представляет химический потенциал системы при нулевой 
температуре. На рисунке 1 показан график функции (5) для некоторого диапазона 
параметров T и d. 
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Рисунок 1. Химический потенциал µ(T,d), определенный формулой (5) в зависимости от 
температуры и плотности для голографической жидкости с нулевым звуком (Karch 2009). 

 
На рисунке 2 представлен график dµ/dd (T,d) с помощью которого определена область 

термодинамической стабильности (при dµ/dd (T,d) > 0) в некотором диапазоне значений T  
и d. На рисунке 3 эта область расположена слева от кривой. 

 

 
Рисунок 2. Величина dµ/dd (T,d)  в зависимости от температуры и плотности для 
голографической системы с нулевым звуком (Karch, 2009). 
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Рисунок 3. Область стабильности. Слева от кривой расположена область 
термодинамической стабильности системы с нулевым звуком (Karch 2009). Величина 
dµ/dd (T,d) в этой области больше 0. 

 
Применяя к выражению (5) последовательно формулы (1), (2) и (3) получим результат для 
скалярной кривизны, трехмерный график которой приведен на рисунке 4. 
 

 
Рисунок 4. Скалярная кривизна R(T,d) в зависимости от температуры и плотности для 
голографической жидкости с нулевым звуком (Karch, 2009). 
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Как видно из рисунка 4 при конечных температурах в диапазоне значений 
Т от 0.2 до 4 и барионной плотности в районе d = 1 в значенниях скалярной 
кривизны наблюдается разрыв. Таким образом, в этой области параметров Т и 
d в рассматриваемой термодинамической системе возможен фазовый переход. С 
учетом того, что для термодинамического потенциала – энтропии S, полученной 
в пределе 

Как видно из рисунка 4 при конечных температурах в диапазоне значений Т от 0.2 
до 4 и барионной плотности в районе d = 1 в значенниях скалярной кривизны наблюдается 
разрыв. Таким образом, в этой области параметров Т и d в рассматриваемой 
термодинамической системе возможен фазовый переход. С учетом того, что для 
термодинамического потенциала – энтропии S, полученной в пределе 𝑇𝑇𝑑𝑑

−1
𝑝𝑝 ≪ 1  никакого 

разрыва в величине скалярной кривизны не наблюдается то можно предположить что 
разрыв в величине скалярной кривизны (и следовательно возможный фазовый переход в 
исследуемой термодинамической системе) является непертурбативным эффектом. Так же 
из рисунков 3 и 4 видно, что разрыв в величине скалярной кривизны находится в области 
термодинамической нестабильности т.е. в области где dµ/dd (T,d) < 0.  

Заключение. В настоящей работе в рамках геометротермодинамики рассмотрено 
равновесное многообразие сильновзаимодействующей квантовой системы с нулевым 
звуком, предсказанной методом голографических дуальностей. Вычислены 
соответствующие метрические тензоры и скалярные кривизны. 

В качестве термодинамического потенциала для случая 𝑇𝑇𝑑𝑑
−1
𝑝𝑝 ≪ 1 использовалась 

энтропия S(T,d), а для общего случая химический потенциал (точное выражение), 
зависящий от температуры и плотности. В области конечных температур и плотностей для 
первого случая никаких указаний на фазовые переходы для голографической системы с 
нулевым звуком обнаружено не было. В то время как при исследовании с помощью точной 
формулы найдена область возможного фазового перехода. 

В работе представлены графики для химического потенциала, для производной от 
химического потенциала по плотности и для скалярной кривизны. Определена область 
термодинамической стабильности системы.  На графике для скалярной кривизны видны 
области термодинамических переменных, в которых она стремится к бесконечности или 
близка к нулю, что указывает на возможные фазовые переходы в системе и на возможную 
компенсацию взаимодействий квантовыми эффектами соответственно.  

В дальнейшем, желательно изучить свойства голографической системы с нулевым 
звуком в других областях термодинамических параметров и используя стандартные методы 
теории фазовых переходов с нахождением критических индексов. 

 
Декларация о конфликте интересов 
Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов, имеющих отношение к предмету 
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звуком в других областях термодинамических параметров и используя стандартные методы 
теории фазовых переходов с нахождением критических индексов. 
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